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Introducao

[J M problema de Sturm-Liouville regular é (em dimensao um) um problema de valores de contorno

de segunda ordem da forma

(1)

onde g : R* — R? ¢ dada por

ozul—l—ﬁuQ)

g(ul,UQ,Ug,U4) =
Yus + 0 uy

Aqui, os dados do problema sao as fungoes reais p,q,r (com hipéteses de continuidade/suavidade
apropriadas) e as constantes a, 3,7, d (que por motivos evidentes pedimos que satisfacam {a® + 5%, 7% +
6%} # {0}). Encontrar A € R tal que o problema (1) admita uma solucio nao identicamente nula y é o
que chamamos de problema de autovalor de Sturm-Liouville, nomenclatura justificada pelo fato de que
se 0 # A é tal que o problema (1) admite uma solugao nao identicamente nula, entdo A é um autovalor

do operador

HSus Liu) = —w}t) (jt lp(t)iﬂ + q(t)u> c H:

onde H é um espaco de Hilbert apropriado que nao convém definirmos aqui.
O objetivo dessa introducao é convencer o leitor da grande relevancia de tais problemas, tanto na
matematica (pura ou aplicada) quanto na fisica. Mais especificamente, ilustraremos concretamente a

extrema forca do seguinte teorema, que é a joia de ouro da teoria de Sturm-Liouville:

Teorema (T.0.1) (Propriedades do problema regular de Sturm-Liouville). (a) Eziste uma

quantidade infinita de autovalores reais que podem ser ordenados em ordem crescente:
AN <A< A< <A, < e

e de forma que \, — oo conforme n — o0.

(b) A dimensao de cada autoespago é um.
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Introducao

(¢) Autofungoes correspondentes a autovalores distintos sao linearmente independentes.
(d) As autofungéoes sao ortogonais com respeito ao produto interno induzido por p(t) e formam uma

base ortonormal.

A equacao de Helmholtz e os autovalores de Dirichlet: é possivel ouvir a

forma de um tambor?

Pode-se mostrar que o deslocamento F' de uma membrana plana {2, mantida fixa ao longo de sua

fronteira, satisfaz a equacao de onda
O*F
ot?

onde ¢ depende das propriedades fisicas da membrana e da tensao aplicada. Modelando a membrana de

= *V?F,

um tambor como um aberto limitado @ C R?, temos o problema de autovalor

—Au =M u em (),
(2)

u|aQ = 0.

no qual buscamos A € R e u # 0. Note que tal problema pode ser visto como um problema de
Sturm-Liouville n-dimensional. Tais autovalores A\ sao chamados de frequéncias naturais de vibracao da
membrana, e as func¢oes u sdo chamadas de modos normais de vibragao. A solugao geral do problema
(ou, equivalentemente, o som do tambor) é uma combinac¢ao dos modos normais.

Mark Kac, em 1966, formulou a seguinte questao: Can one hear the shape of a drum?: é possivel
determinar a forma de €2 conhecendo apenas as suas frequéncias naturais de vibracao, i.e, o espectro do
laplaciano?

A investigacao remonta a 1911, quando Weyl mostrou que a area de um dominio plano é determinada
por seu espectro (ou seja, é possivel “ouvir a area de um tambor”!). Posteriormente verificou-se que o
espectro também determina o perimetro e o niimero de componentes conexas. Combinando esses fatos a
desigualdade isoperimétrica

perimetro(§2) > 4m area(£2),

A resposta geral da pergunta de Kac é negativa: existem dominios isoespectrais nao congruentes. Porém,
Kac provou que um dominio isoespectral a um disco de raio r deve ser congruente ao préprio disco,
demonstrando que pelo menos alguns dominios sdo completamente determinados pelo seu espectro (ou

seja, pode-se “ouvir” a forma de alguns tambores).

Motivos fisicos e aplicagoes

A equacgao de Schrodinger autonoma em dimensao um é dada por

-1 (1)
2m  di?

= [E=V{®)]@),
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Introducao

que é claramente um problema de Sturm-Liouville. A equagao de Schrédinger ndo auténoma, a saber,

L OY(x,t)
+V(t)(x,t) = th,

_h2 82¢(x ) t)

2m  0x?
também pode ser vista como um problema de Sturm-Liouville via separagdo de variaveis. O teorema
(T.0.1) pode ser visto como uma validagdo matemética (com certas ressalvas pertinentes a dimensi-

onalidade, dominios infinitos e singularidades, e com sutilezas que dependem de quao intimamente o

problema de Sturm-Liouville se relaciona ao problema original de Schrodinger) dos seguintes fatos:

» Existe uma sequéncia discreta de niveis de energia, rotulados por um niimero quantico n. Essa
natureza discreta é a razao de a fisica quantica ser chamada de “quantica”. Os valores de energia
dos estados formam a sequéncia crescente A\ < Ay < A3 < ..., que tende ao infinito. Assim, existe

uma nog¢ao bem-definida de estado fundamental (energia minima): é o estado com n = 1.
o As funcoes de onda de dois niveis de energia com valores distintos podem ser tomadas ortonormais.

e Qualquer funcao de onda geral v pode ser escrita como combinagao linear v = Z cn Uy das funcoes

n
de onda de nivel de energia puro u,,. Esse é o enunciado de completude na teoria de Sturm—Liouville.

Na linguagem dos fisicos, o estado u é uma superposicao dos estados de nivel de energia puro.

Motivos matematicos

Considere uma EDO linear de segunda ordem qualquer, digamos

V()" + o)y +n(t)y = f(t), onde ¢ # 0. (3)
Definindo
p(t) = exp ( o dt) ,
()
q(t) = p(t)m,
o f@)
F(t) = p(t)m, (4)

vemos que (3) é equivalente a uma EDO na forma de Sturm-Liouville. De fato, podemos reescrever (3)

como

d dy
— t)— t)y = F(t 53
& (10%) + aw=re 5)

Isso prova uma das forcas da teoria de Sturm-Liouville: reduzimos o estudo de todas as EDOs
lineares de segunda ordem a uma s6! Além disso, pode-se mostrar que qualquer solugdo y de (5) é uma

combinagao linear de autofunc¢oes u,, do problema de Sturm-Liouville

-5 (H05) + a0 =3 ©)
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Capitulo 1

Resolvendo numericamente o problema de

Sturm-Liouville

Vamos usar o método do tiro para resolver numericamente problemas de Sturm-Liouville, ou seja,

determinar numericamente os autovalores e autofungoes de tais problemas.

Observacgao (0.1). Os cdodigos desenvolvidos para resolver numericamente todos os exemplos apresen-

tados aqui estao disponiveis nos repositérios a seguir

e https://github.com/SaganGromov/SL_ REGULAR__ EXEMPLOS
 https://github.com/SaganGromov/SL__ SINGULAR__EXEMPLOS

e https://github.com/SaganGromov/SL_NEWTON__RAPHSON

1.1 Problemas regulares

Definicao (D.1.1). Uma equacao de Sturm-Liouville da forma

—(p(@)y (z)) + q(x)y(x) = Ar(z)y(z), Yz € [a,b], (1.1)

é dita regular se as fungdes p, ¢ e r sdo suaves em |a, b], com p, ¢ estritamente positivas em [a, b].

Definicao (D.1.2). Um problema de Sturm-Liouville regular é um problema da forma (1.1) sujeito a

condicoes de contorno lineares separadas, a saber,

a-y(a)+ 6 -y (a)

0; (1.2)
v-yd) +d-y'(b) =0

: (1.3)

onde «, 3,7, 0 sdo constantes reais tais que («, 5) # (0,0) e (vy,0) # (0,0)

Antes de explicitarmos o método do tiro, vamos enunciar varios resultados classicos da teoria de

Sturm-Liouville que serdao essenciais para criarmos nosso algortimo que determina numericamente o
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1.1.0

espectro e as autofungoes de um problema de Sturm-Liouville regular. A demonstracao de tais resultados

esté fora do escopo desse trabalho, mas pode ser encontrada em [2].

Teorema (T.1.1). e Os autovalores de um problema reqular sdo reais, simples e podem ser orde-

nados como
)\0<>\1<>\2<"'

o A autofungao vy, correspondente a X, tem exatamente n zeros nodais (zeros interiores onde ocorre
uma mudanga de sinal) e nenhum outro zero interior. Além disso, os nos de yn_1 € yp estritamente

se entrelagam - ou seja, entre quaisquer dois zeros consecutivos de y,, existe exatamente um zero

de Yn—1-

e Seaff <0,v>0,p>0,¢>0, er(x) >0 em la,b], entdo todos os autovalores sio positivos,
exceto no caso em que o problema de autovalores é —(py') = Ary, y'(a) =0, ¥'(b) = 0, no qual
caso 0 € um autovalor e todos os outros autovalores sao positivos. (Ver Teorema 124.)

q(z)

e Seaff<0,v0>0,p>0,¢q>0, er(z)>0emla,b], entao N\g > le[nb]ﬁ e Ao > 0 a menos
z€la,b] (X

que o problema de autovalores seja —(py') = Ary, y'(a) = 0, 3/ (b) = 0, no qual caso 0 é um

autovalor e todos os outros autovalores sao positivos.

Observacgao (0.2). Observe que estamos comegando a contagem em n = 0. Isso significa que o

autovalor Ay é o menor autovalor, e a autofuncao yy é a autofuncao correspondente a A\g. A autofuncao

Yo nao tem zeros nodais, em particular, nunca muda de sinal em (a, b).

Consideremos agora o problema regular de autovalor, i.e

= (p(x)y'(z ))/+( () = Ar(z))y(z) =0, Vz € |a,b],
ay(a) + By'(a) = (1.4)
vy(b) + 6y’ (b) = 0,

com os coeficientes e constantes satisfazendo as hipéteses ja mencionadas. O método que utilizaremos
para resolver esse PVC consiste em transformar o PVC em um PVI. Uma vez que os autovalores \;
de (1.4) sao todos simples e as autofungoes correspondentes satisfazem ay(a) 4+ 8y'(a) = 0, o vetor
(y(a),y'(a)) é paralelo a (—f3, «). Segue que existe uma tnica autofun¢ao normalizada correspondente a

cada autofuncao, que é exatamente a solugdo do PVI a seguir:

— (p()u/(2))" + (g(x) = Ar(x))u(z) = 0, V€ [a, 0],
B W(a) = a (1.5)
Vva?+ 5% CVarE

Denotemos entao a solugao global do PVI por v = u(z) = u(z, \), que esta definida em [a, b] seja
qual for nossa escolha de \. Agora, lembremos que A é um autovalor do problema de Sturm-Liouville

(1.4) se e somente se o PVI possuir uma solugao u(z, A) definida em |[a, b] que satisfaz F'(A) = 0, onde

F(A) = ~qu(b, \) + du' (b, ),
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1.1.0

Nesse caso, y(z) = u(z, A) é a autofungao correspondente normalizada.
Sabemos entao que as raizes de F(\) sdo exatamente os autovalores do problema de autovalor de

Sturm-Liouville. Isso motiva entao usarmos o seguinte algoritmo:

(i). Passo 1. Determinamos um chute inicial para um autovalor de interesse (ou, ainda melhor, um

intervalo que contenha um autovalor de interesse).

(ii). Passo 2. Resolvemos o PVI com o chute inicial A} e obtemos a solucio u(x, \}).
(iii). Passo 3. Calculamos F(\)) = yu(b, \}) + 6u/(b, \}).

(iv). Passo 4. Se |F(\))| < ¢, entdo \) é um autovalor (aproximado) do problema de Sturm-Liouville.
Caso contrario, usamos algum método de busca de raizes (como o método da bissecao) para

atualizar o palpite de A} e voltamos ao passo 2.

Para usarmos o método da bisseccao, precisamos saber a priori que F' muda de sinal em cada
autovalor. Isso de fato é verdade, como demonstrado em [2]. Podemos também utilizar o método de

Newton-Raphson: de fato, denotando

ou
U}(Q?, )‘) = a(xa >‘);

e derivando termo a termo usando o PVI, obtemos
’ !/
—(pw) +(q@=Ar)w — ru = 0.
Agora, como os dados iniciais ndo dependem de A, segue que
w(a,\) =0, w'(a, A) =0.
Isso nos da outro PVI, a saber,

—(pw’)/ + (g = Ar)w=ru, Yo € [a,b],
w(a) = O, w'(a) = O

Tal PVI nos permite determinar numericamente F'()\),
F'(\) = qw(b, ) + ow'(b, \).

Como mostrado em [2], F'(\) # 0. Assim, podemos usar o método de Newton-Raphson para atualizar
o palpite de A}, fazendo

(n)
e _ o FN)
A =\ NI
F(A)
Comegaremos aplicando essa estratégia (inicialmente usando o método da bissecgao) para determinar

o primeiro autovalor \g e sua autofuncao corresponde g,. Para muitos problemas que consideraremos,

pode-se mostrar a priori que \g > 0, tornando razoavel um palpite inicial \j = ¢ com algum & > 0 pequeno.
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1.1.1

Determinando um incremento A\ pequeno, podemos entao iterar o método da bisseccao em intervalos
da forma [\, + kAN AL + (k + 1)A)] até encontrarmos quantos autovalores e autofuncdes quisermos.
Evidentemente, essa abordagem é muito cara e ineficiente, mas possui duas vantagens em comparagao
com o método de Newton-Raphson: ela ndo depende de um bom palpite inicial para qualquer k-ésimo
autovalor que queiramos encontrar, e pode ser iterada sucessivamente para determinarmos quaisquer
quantidade de autovalores. Note que a mesma abordagem munida do método de Newton-Raphson
enfrenta graves problemas - a rapidez/convergéncia quadréatica do método vale somente localmente,
tornando possivel divergéncia ou encontro de valores espurios. A técnica de incrementar A em pequenos
passos fixos A\ e iterar o método de bisseccao para percorrer todo o espectro também obviamente nao
funciona para o método de Newton-Raphson.

1.1 O método do atirador marchante

Nessa secao explicaremos o passo-a-passo de um programa desenvolvido em Fortran cujo objetivo ¢é
resolver numericamente qualquer problema de Sturm-Liouville usando o método do tiro, conforme
descrito acima. O programa é capaz de encontrar os autovalores e as autofungoes correspondentes para
um problema regular de Sturm-Liouville com condi¢oes de contorno lineares separadas. Para resolver o
PVI associado, usamos o método de Runge-Kuta classico, de ordem quatro, e para encontrar as raizes
de F usamos o método da bisseccdo A seguir, apresentamos uma analise passo a passo do algoritmo

implementado.

PASSO 1. Configuracao e Preparacao do Problema

SUBPASSO 1.1. Inicializagcdo do dominio e condi¢goes de contorno - constantes.f90

Definimos o dominio [a,b] do problema (na versdo atual do cédigo, [0, 1]) e inicializamos «, 3,7, 0 como
constantes reais. No exemplo inicial implementado, usamos « =y =1¢e = = 0, correspondendo as

condigbes de contorno y(0) = y(1) = 0.

SUBPASSO 1.2. Inicializagao de diversos paradmetros numéricos - constantes.f90

e passos = 100000: Numero de passos de integracao utilizados para resolver o PVI via RK4
e tol = le-12: Tolerdncia para a convergéncia do método de bisseccao
e n_eigen = 10: Numero de autovalores a ser encontrado

o verbose_level = 3: Nivel de verbosidade desejado ao executar o programa compilado, serve

principalmente para debug
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1.1.1

SUBPASSO 1.3. Definicao do problema - problema.f90

Especificamos qual problema de Sturm-Liouville iremos considerar ao definir as fungoes p(x), q(x) e

r(z) como fungdes Fortran. Por exemplo, para o problema de Dirichlet classico, definimos:

plz) =1
q(z) = x
r(z) =0
correspondente a EDO
Y+ Ay =0

PASSO 2. EDO de 2% ordem como um sistema de ordem um - definicao_EDO0.£f90

Convertemos a EDO de segunda ordem inicial num sistema de primeira ordem fazendo

de forma que

)’ (1.6)

PASSO 3. Definicao do método RK4 - integrador_rk4.£f90

O método classico de Runge-Kutta de 4* ordem ¢é implementado com tamanho de passo

he 2 s,
passos
onde, para o sistema y’ = f(z,y, \), temos:

=f(zn,¥n, ), (1.7)

:f(:v ,yn+}2lk1,/\>, (1.8)

:f(xn+ Yat hkg,)\>7 (1.9)

k4_f(xn+h,yn+hk3,)\>, (1.10)

Yntl =yn+2(k1 + 2k, + 2k; + ky) . (1.11)
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1.1.1

PASSO 4. Implementacao do Método do Tiro - atirador.£90

SUBPASSO 4.1. Resolugao do PVI
Agora resolvemos numericante o PVI (1.5), a saber,

— (p(x)d(2))" + (q(x) — Ar(z))u(z) =0, Vz € [a,b],
6] e

u(a) = ———=——==

varE YO gy

Armazenamos a solucdo numérica y e sua derivada ¢’ em um vetor de tamanho passos. Além disso,
fazemos a “contabilidade” dos nds, ou seja, contamos quantas vezes a fun¢ao y;(x) muda de sinal no

intervalo [a, b]. O sistema ¢é integrado de x = a até x = b, contando as mudangas de sinal em y;(z) (nds):
 Inicializamos nodes = 0, yprev = y_1(a)
« Para cada passo/iteragao do loop de integragao:

— Se yi(x;41) - yprev < 0, incremente nodes

— Atualize Yprev = Y1 (zit1)
Finalmente, calculamos o residuo associado a condigao de contorno em b:

y2(b)

= vy(b) + 5y (b) (1.12)

PASSO 5. A marcha da busca por autovalores - espectro_melhorado.f90

SUBPASSO 5.1. Varrendo valores de A\

O algoritmo varre valores de A comecando do 0 com um incremento A\ adaptativo:
e A inicial é definido como 0.01.

« Apds encontrar autovalores, refinamos AX = 0.01 - (A, — A\,_1)

SUBPASSO 5.2. Detecgao de candidatos a autovalores

Um candidato a autovalor é detectado quando acontece uma das seguintes condic¢oes:
1. Mudanca de sinal em F'(A): F(Aprev) - FI(A) <0

2. Incremento de nés: nodes(\) > nodes(Aprev)
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PASSO 6. Bisseccgao refinada - modulo_bisseccao.f90

Resumo dos Métodos de Bissecgao:

« Método 1: Bissecgao por Sinal (bissec__sig)

— Utilizado quando a fun¢ao F(\) apresenta mudanca de sinal no intervalo.
— Realiza a bissecgdo padrao para encontrar a raiz de F'(A\) = 0.

— Opera com uma tolerancia de 1072
« Método 2: Bissecgao por Nés (bissec_ nos)

— Empregado quando a contagem de nés aumenta em 1 no intervalo.
— Divide o intervalo para identificar onde ocorre a mudanca na contagem de nos.

— Emite um aviso se a variagao dos nés nao for exatamente 1.
« Método 3: Bissecgao Robusta (bissec__robusta)

— Avalia os dois extremos do intervalo para determinar a condicao apropriada.

— Seleciona o método adequado (por sinal ou por contagem de nds) com base nas condigdes

observadas.

— Se nenhum dos métodos anteriores se aplicar, utiliza o ponto médio como critério de bissecgao.

PASSO 7. Validacao de autovalores - espectro_melhorado.f90

SUBPASSO 7.1. Verificacao de critérios de validacao

Cada candidato a autovalor \; é validado ao verificarmos que as duas condigoes abaixo sao satisfeitas:
1. |F(N\)| < e (residuo aproximadamente nulo)
2. F(A—¢)- F(A+¢) <0 (mudanga de sinal)

Candidatos que falhem essa validacao sao rejeitados como espirios.

PASSO 8. Salvando a solucao - solucao.f90

Para cada autovalor encontrado, calculamso a autofuncao correspondente:
» Reintegramos o PVI de x = a a x = b usando o autovalor encontrado

« Salvamos os valores (z,y;(x)) nos arquivos solucao_autovalor_N.dat
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1.1.3

1.1 Usando o método de Newton-Raphson

Desenvolvemos também um programa que implementa o método de Newton-Raphson para encontrar
os autovalores e autofungoes correspondentes de um problema regular de Sturm-Liouville. Como a
implementagao nesse caso ¢ muito mais simples, nao explicaremos o passo a passo do programa agora.
Em contraste com o algoritmo de marcha usando o método da bisseccao que descrevemos acima, nesse
caso s6 conseguimos encontrar um autovalor de cada vez, e precisamos de um bom chute inicial para
cada autovalor que queremos encontrar.

Lembramos que Newton-Raphson atualiza o chute inicial via

F(\Y

onde F(\) é o residuo associado ao PVI (1.5) e F'(\) é a derivada de F' em relagao a A\, que pode ser
obtida resolvendo o PVI
—(pw") + (¢ — Mr)w =ru, Yz € [a,b,

w(a) =0, w'(a)=0.

De fato,
F'(\) = qw(b, \) + ow'(b, N).

1.1 Resultados numéricos do método do atirador marchante

Exemplo (E.1.1). Testaremos a abordagem do atirador marchante com o problema de Sturm-Liouville

regular mais simples que hé, o problema de Dirichlet classico:

y'+ Ay =0, Vz €0, 1];

Pela construcdo do método, devemos encontrar os autovalores A, = (n + 1)*7%, com as autofuncoes

normalizadas correspondentes

_sen((n+ 1)7x)
yn(®) = (n+1)m

. n=0,1,2,...

Note que a normalizagdo se deve ao fato de estarmos resolvendo o PVI (1.5), i.e

{ —(1-d(x)) + (0 =X 1Du(x) =0, Vzel0,1], (1.13)

uw(0) =0, «'(0)=1.

Segue abaixo uma tabela com os autovalores encontrados pelo programa, bem como o ntmero de

iteracoes da bisseccao necessarias para encontra-los. Devido a abordagem cuidadosa do método de

Pagina 13 de 33



1.1.3

incrementar A em passos muito pequenos, precisamos buscar por autovalores em milhares de intervalos,

sendo a vasta maioria (na verdade, todos exceto um - o ultimo) deles descartados.

n An Intervalos buscados | Iteragoes da bisseccao
0| 9.86960440 987 34
1| 39.47841760 3938 34
2 | 88.82643961 4105 39
3 | 157.91367042 4245 39
4 | 246.74011003 4374 40
5 | 355.30575844 4497 40
6 | 483.61061565 4616 40

sen((n + 1)mz)

(n+ 1)
das numericamente pelo programa. Conforme veremos abaixo, ndo ha nenhuma diferenca humanamente

Plotamos também as autofungoes correspondentes y,, = e as autofuncoes determina-

perceptivel entre as autofuncées determinadas numericamente pelo programa e as autofuncoes tedricas.

Autofungoes sen((n+1)mx)/(n+1)m), n=0a6
0.35 T T T T

=0 - -

03 - ~ _

A
/!
Il

0.25 4 N —

TnTn
OUAE WM

0.15 |- B

01+ ' A .

0.05

sin((n+1)mx)/((n+1)1)

-0.05

-0.1 - B

-0.15 —

0.2 I I | I

X

Figura 1.1: Autofungoes exatas
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0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

f(t)

0.05

-0.05

-0.1

-0.15

-0.2

Autofungoes obtidas pelo programa

=
[
o

TnTn
O R wWNE
|
‘ I

Figura 1.2: Autofunc¢oes determinadas numericamente pelo programa

Exemplo (E.1.2). Vamos agora determinar numericamente os cinco primeiros autovalores e autofungoes

do problema de Sturm-Liouville regular

Numericamente, obtemos os seguintes autovalores:

n An Intervalos buscados | Iteragoes da bissec¢ao
0| 4.11585837 412 34
1] 24.13934203 2405 34
2 | 63.65910655 2602 38
3 | 122.88916176 2752 39
4|1 201.85125830 2886 40
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f(t)

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Autofungtes obtidas pelo programa

p=0 ——
=1 - -

n=3

n=4

0.2 0.4

0.6

Figura 1.3: Autofunc¢oes determinadas numericamente pelo programa

0.2 0.4

0.6

0.8

Figura 1.4: Gréaficos das autofun¢oes como mostrado no livro [2]
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Exemplo (E.1.3). Vamos agora determinar numericamente os cinco primeiros autovalores e autofungoes

do problema de Sturm-Liouville regular

{ — (14 (2)) + (x — Acos(x))u(z) =0, Vz e [0,1],

u'(0) =0,

u'(1) = 0.

Numericamente, obtemos os seguintes autovalores:

f(t)

15

0.5

-05

-1.5

(1.14)

n An Intervalos buscados | Iteragoes da bisseccao
0 | 0.57824838 58 34
1] 13.01659499 1292 34
2 | 48.48917784 1577 37
3 | 107.57497472 1744 39
4 | 190.28375117 1884 40
Autofung@es obtidas pelo programa
T T T T n=0
=1 - -
=2
n=3
-~ -4 p=4
0.2 0.4 06 08 1

t

Figura 1.5: Autofungoes determinadas numericamente pelo programa
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1.5 T

_15 1 1 | 1

Figura 1.6: Graficos das autofuncoes como mostrado no livro [2]

1.2 Problemas singulares de tipo 1

Ajustaremos agora a abordagem desenvolvida acima para lidar com problemas de Sturm-Liouville
singulares, ou seja, problemas que nao sao regulares. Um problema de Sturm-Liouville singular de tipo

1 é um problema da forma:

— (p(@)y) + q(z)y = Mr(x)y, a<z<b,
ly(a)| < oo, (1.15)
vy(b) + 0y’ (b) =0, [y + 18] # 0,

onde agora
(1) p(x) > 0 é suave em [a, b], ndo nula em a < z < b, e satisfaz p(a) = 0, p'(a) # 0.
(2) q(x) é suave em [a, b].
(3) p(z) e q(x) s@o fungbes reais, v e § sdo constantes reais.

(4) r(x) é suave em [a, b, valendo ou r(z) > 0 em [a,b] ou r(z) = (x —a)"p(z) onde m > 0 e p(x) > 0

ésuave em a < x < b.
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Observemos agora que o fato de p se anular em a condena fatalmente a abordagem definida em
(1.6), introduzindo uma divisdo por zero em x = a. Para lidar com isso, comegaremos a integrar a
partir de a + €, € sendo um ntimero positivo pequeno. Evidentemente, também é necessario mudar o
PVTI que estamos resolvendo.

Como mostrado em [2], o PVI e normalizagao apropriado a ser resolvido é

— (p(x)u (z)) + (q(:L’)<—) )\r(a:)() u(z) =0, a<z<b,
1 () = 1) = Arla)
u(a) - 17 ( ) p,(CL) .

A condigao de contorno em b permanece a mesma, ou seja, yu(b) 4+ ou'(b) = 0. Além disso, também é

possivel determinar F'(\) via outro PVI, como veremos a seguir

Teorema (T.1.2) (Teorema 190, [2]). Se A é um autovalor do problema de Sturm-Liouville (1.16),
entao F'(A\) =0 e

F'(X) = qyw(b, \) 4+ 0w’ (b, \) # 0

Ju(x, \)
(3D

onde w = w(x, \) = ey =u(x,\) € a autofuncao normalizada correspondente.

1.3 Problemas singulares de tipo 2

Um problema de Sturm-Liouville singular de tipo 2 é um problema da forma:
— (p(2)y) + a(x)y = Mr(x)y, a<z<b,
ly(a)| < oo, (1.16)
vy(b) + 3y (b) = 0, 7|+ 101 # 0,
onde agora
(1) p(z) = (x — a)p(z), onde ¢ > 0 e suave em |a, b].

x
(2) q(z) = a1() , onde ¢; assume valores reais e é suave em [a, b], além de satisfazer ¢;(a) > 0.
r—a

(3) r(x) é suave em [a, b], v e & sdo constantes reais tais que 6 > 0.

Notemos que agora também vale p(a) = 0, e mais ainda, é possivel que |¢(z)] — oo conforme
x — a. Porém, ainda podemos utilizar a mesma abordagem para problemas singulares de tipo 1. Isso
tornard as autofungdes que encontrarmos nao normalizadas como na convencao adotada em [2], o que
evidentemente nao é um grande problema, ja que as mesmas irao se distinguir das normalizadas tao

somente por um fator multiplicativo constante.

1.4 Resultados numéricos do método do atirador marchante adaptado
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Utilizaremos quase exatamente a mesma abordagem que usamos para problemas regulares, as tnica

diferencas sendo que agora resolvemos outro PVI ao atirar e integramos de = a 4+ 107% até x = b.

Exemplo (E.1.4). Consideremos o problema de Sturm-Liouville singular de tipo 1

—(zy)" = Ay, O<x<l,
ly(0)] < oo, wy(1)+y(1)=0.

Numericamente, obtemos os seguintes autovalores:

n An Intervalos buscados | Iteracoes da bissecgao
0| 1.57699273 158 24
1] 16.64213839 1655 24
2 | 51.20546183 1884 28
3 | 105.49314030 2041 29
4 1 179.51705520 2178 30
AutofungGes obtidas pelo programa
L= ‘ h=0
- =1 - -
=2
08 F n=3
n=4
06 R .
04 R .
g o2 & a
0r b N -
02 b R g -
0.4 B
‘06 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1

Figura 1.7: Autofungoes determinadas numericamente pelo programa
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Figura 1.8: Graficos das autofun¢oes como mostrado no livro [2]

Exemplo (E.1.5). Consideremos o problema de Sturm-Liouville singular de tipo 1

—((senz)y) + 2y = Mcosz)y, 0<z <1,
y(0)] < oo, y(1)=0.

Numericamente, obtemos os seguintes autovalores:

n An Intervalos buscados | Iteragoes da bissec¢ao
0| 1.63556063 164 24
1] 8.31310754 822 24
2 | 20.27440115 1000 26
3 | 37.55132388 1144 27
4 | 60.14601837 1275 28
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Autofungtes obtidas pelo programa

1 T T T \ T \ T T h=0
\ -1 - -
R =
0.8 I -1 p=3
N n=4
06 .
' \
\
04 -
\
A
€ oz2f :

Ay _ - z
hY . -
0.2 ~ - -
~. -
o -
~ _ -
-04 g - - -
_06 | | | L | L L | |
0 01 0.2 0.3 0.4

1’ T T T T
I
I
!
I
1l
Il
0-5 ll
Il
I
ll -~ —
I ;7N Re RN ~
I\ / \/ \\ _ \\
I \ < ~
/ VAREN / ~
I / \ \ / ~N
\ \ / N
0 11 / L N . /
I / \ N/ 7
[ / / /\/\ o
I\ / / \ /N 7
1\ / AN - N -
IR A N ~_-" S~ g
AN >
v \/
Ve
_05 1 1 l 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1.10: Graficos das autofunc¢oes como mostrado no livro [2]
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Exemplo (E.1.6). Consideremos o problema de Sturm-Liouville singular de tipo 1

—(z/) +sen(mx)y = Avy, 0<z <1,

y(0)] < o0,

y'(1) =0.

Numericamente, obtemos os seguintes autovalores:

f(t)

14

12

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

-04

-0.6

n An Intervalos buscados | Iteragoes da bissec¢ao
0| 1.22123592 123 24
1| 16.63599690 1655 24
2 | 51.09474141 1878 28
3 | 105.36250987 2036 29
41 179.37909191 2173 30

Autofungtes obtidas pelo programa

Figura 1.11: Autofuncoes determinadas numericamente pelo programa
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14 | I I I

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1.12: Gréficos das autofungées como mostrado no livro [2]

Exemplo (E.1.7). Consideremos o problema de Sturm-Liouville singular de tipo 2

1
— (z)) + Y= Azy, 0<z<l,

ly(0)] < o0, y(1)+4 (1) =0.

Numericamente, obtemos os seguintes autovalores:

n An Intervalos buscados | Iteragoes da bissec¢ao
0| 5.78318596 579 24
1| 30.47126234 3038 24
2 | 74.88700679 3218 28
3| 139.04028443 3363 29
4 | 222.93230362 3494 30

E interessante observamos aqui que para encontrarmos os autovalores, precisamos baixar a tolerancia
do residuo, F, de 107® para 1072, caso contrario o programa descarta autovalores verdadeiros como
espurios. Também foi necessario aumentar significativamente o nimero de passos de integracao para

determinarmos as autofuncgoes, além de diminuirmos o valor de € ao integramos partindo de x = a + ¢.
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Autofungtes obtidas pelo programa

500 T T T \ T \ T T h=0
=1 - -
L n=3
400 hea
300
200
100 -
-100 -
200 I I I | I | | I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t

Figura 1.13: Autofuncoes determinadas numericamente pelo programa

02r N

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1.14: Gréficos das autofung¢oes como mostrado no livro [2]
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Exemplo (E.1.8). Consideremos o problema de Sturm-Liouville singular de tipo 2

- (:py’)/ + Cojx)y = Asenz)y, 0<wz<l,
x

ly(0)] < 00, y(1)=0.

Numericamente, obtemos os seguintes autovalores:

f(t)

1000

800

600

400

-200

-400

Figura 1.15

n An Intervalos buscados | Iteracoes da bisseccao
0 | 10.21624703 1022 24
1] 41.53026555 4144 24
2 | 93.72409193 4311 29
3 | 166.79600338 4451 29
4 | 260.74576040 4580 30

Tabela 1.1: Resultados para o segundo conjunto de autovalores

Autofungoes obtidas pelo programa

200 H

p=0
=1 - -

n=3

n=4

: Autofungoes determinadas numericamente pelo programa
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0.5 . . . .

04r .

0.1 Vo PR .

o
—
T

Ve
/
\/
FaS
N
1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1.16: Gréficos das autofungbes como mostrado no livro [2]

Exemplo (E.1.9). A equagdo de Legendre pode ser vista como um problema de Sturm-Liouville

singular:

d dP
_d L_zg: P, —1,1],
dt(( ) ) = Vi€ [=1,1]

P(-1) = (-1)", P(1)=1.

Sabe-se que os autovalores sao dados por A\, = n(n + 1). As autofungoes correspondentes de n = 0 até

n = 4 sao dadas por

n Polinbmio de Legendre

0 1
1 T
1
2 5@&—4)
1 3
1
4 — (352 — 302% + 3)

8

Numericamente, obtemos os seguintes autovalores:
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f(t)

0.5

-05

n An Intervalos buscados | Iteracoes da bisseccao
0 | 0.00007518 1 24
1] 2.00022555 192 24
2 | 6.00037594 387 25
3 | 12.00052635 535 26
4 1 20.00067675 667 26
Autofungdes obtidas pelo programa
' h=0
-~ . 1 - -
~ =2
~ . n=3
* ~ n=4
-0.5 0 0.5 1

Figura 1.17: Autofungoes determinadas numericamente pelo programa
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Primeiros cinco polindmios de Legendre

P n=0
- =1 - -
- ’ =2
. n=3
e n=4
rd
-
05 F - _
-
s
. ”
-
.
-
— -’
= e
E 0
a P
-
-
P rd
-
-
-
05 e -
-
-
-
-
.
P rd
.
-1 1 I
-1 -0.5 0 0.5 1

X

Figura 1.18: Graficos dos polinomios de Legendre exatos

Observamos que os polindomios de grau impar determinados numericamente diferem pela constante
multiplicativa —1 dos polinémios de Legendre exatos correspondentes, o que é esperado, ja que os
polinémios de Legendre satisfazem P,(—1) = (—1)" e P,(1) = 1, enquanto que no nosso programa

forgamos P, (—1) = 1 sempre.

1.5 Resultados numéricos do método de Newton-Raphson

Como mencionamos anteriormente, a abordagem marchante usando o método da bissec¢ao enfrenta
grandes dificuldades para ser adaptada com o método de Newton-Raphson. No programa que desenvol-
vemos, implementamos o método de Newton-Raphson para encontrar um autovalor por vez, com um
palpite inicial bom. A implementacao é bem mais simples que a do método do atirador marchante, mas

nao consegue sistematicamente determinar o espectro como anteriormente.

Exemplo (E.1.10). Para o problema

{ — (14 (2)) + (x — Acos(x))u(z) =0, Vz e |0,1], (1.17)

uw'(0) =0, u'(1)=0.

e com o chute inicial Ay = 0, Newton-Raphson convergiu em somente 4 iteracoes:
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Iteracao A F(\)
1 0.53761681266555983 -0.53403483428546394
2 0.57802783474609609 -0.034945050888573075
3 0.57824837086275171 -0.00018864919931886801
4 0.57824837740937718 | -0.000000055997283388719053

J& com o chute inicial \y = 140, Newton-Raphson convergiu em 5 iteracoes:

Iteragao A F(X)
1 60.773415429648637 -9.8908269771386994
2 46.353458505247033 4.6605507929687588
3 48.528804125931671 -0.83760614199634920
4 48.489185568458076 0.015769242002305423
5 48.489177842533614 | 0.0000030739212154774114

E um pouco surpreendente que o chute inicial Ay = 140, mais préximo ao autovalor teérico
A3 = 107.57497472

tenha convergido para Ay ao invés de As.

1.6 Analise da ordem do método do tiro com Newton-Raphson

Fizemos uma analise da ordem do método do tiro com Newton-Raphson. Configuramos a tolerancia do

residuo F(A\) para 107'% e usamos RK4 novamente. A anélise foi feita usando o problema de Dirichlet:

'+ Ay =0, Vz €0, 1];

y(0) =y(1) =0.
com palpite inicial A = 10, e o ponto avaliado foi xqg = 0.2. Observamos também que quanto mais

perto de 0 tomamos g
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erro absoluto

0.18710 T T T T T T
Dados @
Fit de ordem 4 ——
a=-0.165762
0.18710
b=0.00175341
0.18709
c=-3.39826e-05
0.18709 -
d=2.09844e-07
0.18709 - e=0.187098
0.18709 -
0.18709
0.18708
0.18708 I I I I 1 I I I I
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
h

Figura 1.19: Grafico

40(0.2).

erro absoluto

1.6x107

1.4x107

1.2x107

1%x10%

sx10®

ex10%

4x10%

2x10®

2x10®

de convergéncia, h vs y(0.2). Note que o coeficiente e é de fato aproximadamente

T T
Dados @
Fit de ordem 4
L a=0.165762 -
b=-0.0017534
c=3.39821e-05
d=-2.09834e-07
e=2.08003e-10
I I I I I I I I I
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
h

Figura 1.20: Fit do erro de truncamento local.
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-10 T T T T T
Log Data
Fit escala logartimica
a=3.98203

b=-2.03978

loglerro absoluto)

35 I I I I I
-8 7 -6 5 -4 -3 -2

log(h)

Figura 1.21: Fit linear de log(h) vs log do erro de truncamento local. Note que a inclinagao é de fato
aproximadamente 4.
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