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What an astonishing thing a book
is. It’s a flat object made from a
tree with flexible parts on which
are tmprinted lots of funny dark
squiggles. But one glance at it and
you’re inside the mind of another
person, maybe somebody dead for
thousands of years. Across the
millennia, an author is speaking
clearly and silently inside your
head, directly to you. Writing is
perhaps the greatest of human
tnventions, binding together people
who never knew each other,
citizens of distant epochs. Books
break the shackles of time. A book
is proof that humans are capable

of working magic.

Carl Sagan

We are a way for the Cosmos to

know itself.

Carl Sagan

Ezxtraordinary claims require

extraordinary evidence.

Carl Sagan

Imagination will often carry us to
worlds that never were. But

without it we go nowhere.

Carl Sagan

For me, it is far better to grasp
the Universe as it really is than to
persist in delusion, however

satisfying and reassuring.

Carl Sagan

If you wish to make an apple pie
from scratch, you must first invent

the universe.

Carl Sagan

Dedico esse trabalho a Carl Edward Sagan.



Mathematics is not about numbers,
equations, computations, or
algorithms: it is about

understanding.

William Thurston

Wir miissen wissen.

Wir werden wissen.

David Hilbert

If I have seen further it is only by
standing on the shoulders of

grants.

Isaac Newton

A human being is part of a whole,
called by us the “Universe”, a part
limited in time and space. He
experiences himself, his thoughts
and feelings, as something
separated from the rest - a kind of
optical delusion of his
consciousness. This delusion is a
kind of prison for us, restricting
us to our personal desires and to
affection for a few persons nearest
us. Our task must be to free
ourselves from this prison by
widening our circles of compassion
to embrace all living creatures and

the whole of nature in its beauty.

Albert Einstein

Great men are forged in fire. It is the privilege of lesser men to light the flame.

Steven Moffat

Aut viam inveniam aut faciam.

Hannibal Barca

Only those who will risk going too
far can possibly find out how far

one can go.

T. S. Elliot

There is no royal road to

geometry.

Euclid

We are absurdly accustomed to the
miracle of a few written signs
being able to contain immortal
imagery, involutions of thought,
new worlds with live people,
speaking, weeping, laughing. We
take it for granted so simply that
in a sense, by the very act of
brutish routine acceptance, we
undo the work of the ages, the
history of the gradual elaboration
of poetical description and
construction, from the treeman to
Browning, from the caveman to
Keats. What if we awake one day,
all of us, and find ourselves utterly
unable to read? I wish you to gasp
not only at what you read but at

the miracle of its being readable.

Vladimir Nabokov
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Resumo

Neste trabalho fazemos um estudo de sélitons de Ricci quadridimensionais gradiente completos e
encolhedores (ou shrinking, como também conhecidos através da terminologia em inglés) de dimensao
4. Apresentamos em detalhes as demonstragoes (expostas originalmente em um artigo de autoria de
Huai-Dong Cao, Ernani Ribeiro Jr, e Detang Zhou [6]) de dois teoremas que garantem classificagoes
geométricas e controles na curvatura de Ricci ou curvatura Riemanniana, desde que sejam satisfeitas
estimativas pontuais sobre as partes duais ou anti-auto-duais do tensor de Weyl ou um certo controle
sobre a curvatura escalar em termos da funcao potencial do séliton.

Palavras-chave: fluxo de Ricci, sélitons de Ricci, estimativas de curvatura, tensor de Weyl,

variedades quadridimensionais.



Abstract

In this work, we provide a study of complete gradient shrinking Ricci solitons of dimension 4. We
present in detail the proofs (originally exposed in an article by Huai-Dong Cao, Ernani Ribeiro Jr, and
Detang Zhou [6]) of two theorems that guarantee geometrical classifications and controls on the Ricci
or Riemannian curvature, provided that pointwise estimates on the self-dual or anti-self-dual parts of
the Weyl tensor or a certain control on the scalar curvature in terms of the soliton’s potential function
are satisfied.

Keywords: Ricci flow, Ricci solitons, curvature estimates, Weyl tensor, four-manifolds.
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Introducao

O fluxo de Ricci, introduzido em [26] por Hamilton, surgiu na década de 1980 como a “espada” mais

promissora para abater a conjectura de Poincaré, a saber,

A conjectura de Poincaré. Toda variedade tridimensional fechada (id est, compacta e sem bordo) e

simplesmente conexa é homeomorfa & esfera S*.

Grigori Perelman estendeu o programa inicial de Hamilton (que esbogaremos a seguir) para provar a
conjectura da geometrizacao de Thurston, que implica (conforme provado em [36]) na conjectura de
Poincaré.

Resumidamente e de maneira grosseira, a estratégia de Hamilton foi a seguinte: comece com uma
3-variedade fechada e simplesmente conexa M3, A priori, M sé tem uma estrutura topolégica, mas é
um fato bem conhecido (veja o lema (L.2.1)) que em dimensao n < 3, qualquer variedade topologica
M™ admite uma tnica estrutura diferenciavel compativel com sua topologia, e, a fortiori, admite uma
métrica Riemanniana. Seja entdo gy uma métrica Riemanniana em M. Iremos deformar gy de forma
que fagamos a sua curvatura “fluir” de areas mais curvadas para area menos curvadas (analogamente a
maneira que a equagao do calor faz a temperatura fluir de regioes mais quentes a mais frias), tornando
a variedade mais homogéna ao longo do tempo. Idealmente, se espera que tal processo eventualmente
nos fornega uma métrica g,, em M de curvatura de Ricci constante, ou, equivalentemente, de Einstein,
e em dimensdo 3, a fortiori de curvatura seccional constante (conforme vemos em (L.1.15)). Como M?
é fechada, nesse caso o Teorema de Cartan-Hadamard garantiria que tal curvatura seccional é positiva,
e pelo Teorema de Killing-Hopf, M? seria necessariamente homeomorfa a esfera S*, como afirma a
conjectura de Poincaré.

Os maiores indicadores do eventual sucesso dessa abordagem (e portanto do imenso poder do fluxo
de Ricci como uma ferramenta para relacionar topologia e curvatura) foram os seguintes resultados,
provados por Hamilton em [26] e [23]:

Teorema (T.0.1) (Hamilton). Seja M® uma 3-variedade diferencidvel fechada que admite uma

métrica Riemanniana de curvatura de Ricci estritamente positiva. Entdo o recobrimento universal de

M éS3. Em particular, se M é simplesmente coneza, entdo M é S3.

Teorema (T.0.2) (Hamilton). Seja M* uma 4-variedade diferencidvel fechada que admite uma

métrica Riemanniana com operador de curvatura positivo. Entio o recobrimento universal de M é S*.

Em particular, se M ndo é orientdvel, entdo M é o espaco projetivo RP*.
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Introducao

Note que o “em particular” do Teorema (T.0.2) se deve ao fato de que as unicas formas espaciais
com curvatura positiva de dimensao par sdo RP?" e S*. De fato, se uma forma espacial de dimensio
par com curvatura positiva é orientavel, entao também ¢é simplesmente conexa pelo Teorema de Synge e
é (pelo Teorema de Killing-Hopf) portanto S*”. Caso contrario, a mesma é RIP*", pois seu recobrimento
duplo orientével é S*.

Em geral, hé varias obstrugoes a execugao efetiva de tal estratégia (todas derrubadas por Grigori

Perelman!). Entre estas, se destacam

« a existéncia de possiveis singularidades, regioes onde a curvatura de certa forma diverge de uma

forma a priori descontrolada;

» o0s sOlitons de Ricci, solugoes que evoluem apenas por mudancas de escalas e difeomorfismos,
sendo em certo sentido pontos estacionarios do fluxo. Dizemos que uma variedade Riemanniana
(M, gm = go) admite uma estrutura de séliton de Ricci quando existe um campo V € I'(TM) e
uma constante A € R tal que

) 1
Rlch+§$V (gm) = Agm. (1)

Além disso, pode-se provar que os mesmos também sdo, de certa forma (para mais detalhes, veja

[12]), importantes modelos das singularidades do fluxo.

Ambas as situacoes fazem com que a evolugdo do fluxo atinja um impasse aparentemente intransponivel.
Para contornar tal obstaculo, Perelman propos “cortar” a variedade de forma a reiniciar o fluxo nos
pedagos restantes. Porém, formalizar esse processo naturalmente requer tanto uma compreensao melhor
de como a curvatura pode divergir como um entendimento das possiveis topologias/geometrias de tais
solitons. O estudo das singularidades e dos sélitons de Ricci fica entdao claramente motivado. Nesse

sentido,

« Perelman provou, num sentido que pode ser formalizado (veja, por exemplo, [12]), que o raio de
injetividade nao diminui mais rapido do que a curvatura nas regioes de sua divergéncia, o que
implica em uma certa semelhanga geométrica com um certo tipo de fluxos de Ricci ancides. Por
sua vez, tal fato permite concluir o suficiente sobre as singularidades para que se possa realizar o

processo de cirurgia;

o Em [45], Perelman provou que todo séliton de Ricci compacto é um sdliton de Ricci gradiente,

ou seja, que o campo V na equagao (1) sempre pode ser expresso como V = Vf para alguma

fungao f € € (M).

o Pelos trabalhos de Ivey [27], Perelman [44], Naber [39], Ni-Wallach [42], e Cao-Chen-Zhu [5], se
sabe que qualquer séliton de Ricci tridimensional gradiente completo e encolhedor é um quociente
finito de uma das variedades a seguir: a esfera redonda S?, o séliton Gaussiano R?® encolhedor, ou
o cilindro redondo S? x R.

Conforme mencionado em [4], uma das varias particularidades notéveis do fluxo de Ricci em dimensao
trés é a preservacgao da positividade da curvatura de Ricci ao longo do fluxo. Mais especificamente, uma
das “magicas” do fluxo de Ricci em dimesao trés é a seguinte: sempre que uma solugao ¢(t) do fluxo de
Ricci desenvolve uma singularidade em tempo finito, digamos T' < 0o, necessariamente acontecem os

seguintes fenomenos:
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Introducao

e a curvatura “explode”, mais precisamente,
1tlim_ (sup Hng(t)H (m)) =00
—-T reM

« em qualquer ponto e instante em que a curvatura seccional é negativa e grande em valor absoluto,
se encontra uma curvatura seccional muito maior (do que o valor absoluto da curvatura seccional

negativa) no mesmo tempo e instante. Para detalhes, pode-se consultar [12].

Como visto em [4] e [12], tais fatos implicam na nossa primeira estimativa de curvatura: qualquer séliton
de Ricci tridimensional shrinking ou steady tem nao s6 curvatura seccional nao negativa, mas ainda
além, seu tensor curvatura Rm é controlado pela curvatura escalar Scal, id est, existe uma constante
universal ¢ > 0 tal que ||[Rm|| < C Scal.

Em geral, informagoes sobre a “divergéncia” da curvatura de uma solugdo no “infinito” (de maneira
mais formal, dos seus modelos de singularidade associados, que surgem como um certo limite de dilatacoes
parabdlicas do fluxo) sdo cruciais ao estudo via o fluxo de Ricci de variedades Riemannianas completas e
nao compactas. Tais consideracoes esclarecem a importancia do estudo do comportamento da curvatura
de sélitons de Ricci gradiente.

Porém, ao aumentarmos dimensoes, a situagao se torna bem mais complexa. Em dimensao n < 3, o
tensor curvatura Rm é determinado pelo tensor de Ricci: de fato, isso é uma consequéncia imediata da
proposicao (P.3.4) e da observacao (0.71) (e este fato foi essencial para a prova do Teorema (T.0.1)
dada em [26]). Em contraste, em dimensoes mais altas, surge mais uma entidade essencial ao estudo do
controle de Rm: o tensor de Weyl. Conforme exemplificado em [41], isso faz com que, em dimensao
n > 4, percamos a preservacao da positividade da curvatura de Ricci pelo fluxo.

Nesse sentido, um dos resultados recentes mais importantes foi a estimativa de curvatura ||[Rm|| <
C'Scal para sélitons de Ricci completos (e ndo compactos) gradiente shrinking com curvatura escalar
limitada (id est, Scal < M para alguma constante M € R). De acordo com Huai-Dong Cao (veja
[4]), tal estimativa, juntamente com um resultado de unicidade obtido por Kotschwar-Wang em [28],
desempenhou um papel crucial ao progresso da classificacao de sélitons de Ricci completos nao compactos
gradiente shrinking quadridimensionais. Em [6], o objeto principal de estudo do nosso trabalho, Cao-
Ribeiro-Zhou estenderam a estimativa de Munteanu e Wang, num sentido que explicitaremos em
breve.

Nosso trabalho é dividido em trés capitulos. No Capitulo 1, além de estabelecer nossas convengoes
e notagoes internas, apresentamos em detalhes varios conceitos e resultados fundamentais de tensores e
geometria Riemanniana, que embora béasicos, costumam nao ser esclarecidos tao pormenorizadamente
na literatura e serao cruciais aos capitulos seguintes.

No Capitulo 2, apresentamos alguns dos elementos basicos do fluxo de Ricci, comecando com uma
motivacao do espirito do fluxo como um analogo da equagao do calor para variedades Riemannianas. Em
seguida, estudamos vérios exemplos cldssicos de solugoes tradicionais do fluxo e de sdlitons (incluindo o
séliton de Bryant e o sdliton Gaussiano), também esclarecendo o seu cardter de solu¢ao autossimilar do
fluxo.

O Capitulo 3 comeca com um estudo detalhado, baseado em [15], da dualidade de tensores de

tipo curvatura e operadores auto-adjuntos em A% (M) e da decomposicio do fibrado de tensores de tipo
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Introducao

curvatura, a saber,

Z(TM)=R(gDg) ® (gO S(TM)y) © #(ITM).

Como veremos, tal decomposicao implica em varias importantes particularidades que acontecem em

dimensao 4, se destacando as seguintes

« o fato de que essa é a dimensdao mais baixa em que o tensor de Weyl nao se anula, e portanto é a

dimensao mais baixa em que o tensor curvatura Rm nao é determinado pelo tensor de Ricci;

« a decomposicio do fibrado A*(M) das 2-formas em M em autofibrados invariantes pelo operador
estrela de Hodge, que implica na seguinte decomposigao (crucial as demonstragoes dos Teoremas
(T.3.1) e (T.3.2)) do operador curvatura:

S
W++) E| 2
(w2 o a2
Rm =
S
Elnz (W +3) 2 0

Em seguida, estabelecemos alguns resultados auxiliares ao nosso proposito principal: as demonstracoes
de dois resultados (de autoria de Huai-Dong Cao, Ernani Ribeiro Jr, e Detang Zhou, expostos original-
mente em [6]) sobre sélitons de Ricci gradiente quadridimensionais completos e encolhedores (também

conhecidos na literatura por sua denominagdo em inglés, shrinking), a saber,

o Um séliton de Ricci gradiente completo e shrinking de dimensao 4 que nao ¢é Einstein e satisfaz ou
IWHP = V6 - [WHP > g (E® E),W);

ou
W2 = VG- W[ = g (E@ B, W),

é um quociente finito de uma das variedades a seguir: R*, S* x R, ou S§? x R2.

e Se um séliton de Ricci gradiente shrinking completo e ndo compacto de dimensao 4 satisfaz
Scal < A+ ¢f,

onde A > 0 e 0 < e < 1 sdo constantes, entdo existem constantes cgp,c; e ¢y de forma que as

seguintes estimativas de curvatura sao satisfeitas em M:

(i) [[Ricll < co + (cre) f,
(i) [|Rm| < co+ () f>
Por fim, no Apéndice, incluimos as demonstragoes detalhadas de varios lemas usados ao longo do

trabalho. Embora muito importantes a toda nossa exposi¢ao, a natureza técnica e carregada de indices

dos calculos presentes em tais demonstracgoes justifica as suas posi¢des no apéndice.
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Capitulo 1

Conceitos e notacoes preliminares

O objetivo desse capitulo é estabelecer (baseados nas referéncias [13], [14], [3], [31], [32] e [53])
com detalhes as principais fundacoes, notagdes e convencoes internas que usaremos ao longo desse
trabalho. Embora tenha sido feito um esforco de tornar toda a exposi¢do maximamente auto-contida,
alguns conceitos basicos de geometria Riemanniana e de variedades diferenciaveis, que assumiremos ja
serem familiares ao leitor, se fazem necessarios para uma leitura agradavel. Comegaremos estabelecendo

a notacgao que usaremos para variedades diferenciaveis.

1.1 Variedades Riemannianas

Nessa secao iremos relembrar algumas nogoes elementares de variedades diferenciaveis e de geometria
Riemanniana, com base nas referéncias [31] e [32].
Seja M™ uma variedade diferenciavel de dimensao n, ¢ : U C M — V C R" uma carta em torno

oxt

Denotaremos por {dz'};<;<, 0 seu co-referencial associado, definido por:

de um ponto p € M arbitrariamente fixado e { = 81} o referencial local induzido por .
1<i<n

det . U = T*U
p:TpM—HR

p— da’

) =0,

) — da?

o,
para cada v = Z v Z‘ € T, M. Equivalentemente,
1Sz, O »

dz’

~ (8
p \ OxI
p

>_5;‘., VpeU.
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1.1.0 Variedades Riemannianas

No caso especial M = R" em que temos uma tnica carta ¢ = Id e os (co-)referenciais se tornam globais,

i 0
{dr }1§z‘§n ¢ {ari}1§i§n7

que podem ser naturalmente identificados com a base canonica de R". Note que, por um célculo muito

os denotaremos por

simples, a diferencial da i-ésima funcdo coordenada da carta ¢ (dada por r* o, onde 7' : R" — R é
a projecio na i-ésima coordenada de R") coincide com da’, id. est, dz’ = d (ri o w), o que justifica a
nossa notagao.

Em seguida, introduziremos (com base nas referéncias [31] e [32]) as nogoes de fibrados vetoriais
sobre variedades diferenciaveis e de conexdes e se¢des sobre tais fibrados. Uma vez que tensores se
manifestam como segoes de fibrados vetoriais apropriados (num sentido que formalizaremos em breve)
e estaremos interessados em estender a derivada covariante usual para tensores, tal abordagem fica

claramente motivada.

Definicao (D.1.1). Um fibrado vetorial de posto n sobre uma variedade diferenciavel M ¢é uma

variedade diferencidavel E juntamente com uma aplicagdo suave e sobrejetora 7w : £ — M que satisfaz as

seguintes condigoes:

(a) Para cada p € M, a fibra
B, =7"({p})

¢ um espaco vetorial real de dimensao n.

(b) Para cada p € M, existe uma vizinhanga U, > p de p € M e um difeomorfismo
Yy N (U,) — U x R,
tal que, se pr; : U, x R" — U, denota a projecao na primeira coordenada, entao
T = Pry 01y

(c) Para cada q € U, a aplicagao
¢p]Eq B, = {¢} xR"=R"

¢ um isomorfismo entre espacos vetoriais.

Definicao (D.1.2). Se 7 : E — M é um fibrado vetorial sobre M, denotaremos por I'(E) o conjunto

das se¢oes de E sobre M, ou seja,

I'E)={s: M —FE| mos=1Idy }.
— —

ie, s(p)eE, YpeM

Definicao (D.1.3). Uma variedade Riemanniana (M, g) é uma variedade diferencidvel M (que, a nao

ser que explicitamente dito em contréario, sempre assumiremos ser conexa e sem bordo) munida de uma

secao g sobre o fibrado das formas bilineares positiva definidas e simétricas em M.
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1.1.0 Variedades Riemannianas

Observacgao (0.1). Para cada p € M, g(p) : T,M x T, M — R é um produto interno em T,M. g é
portanto um campo tensorial simétrico de ordem 2 que ¢ positivo definido no sentido de que g, (v,v) > 0

seja qual for v € T, M, com igualdade se e somente se v = 0.

Definicao (D.1.4). Uma conexao em um fibrado 7w : F — M sobre M é uma aplicacao V : I'(T M) x
I'(E) — I'(E) que satisfaz as seguintes propriedades

e VxY é linear sobre € (M) em X; ou seja, sejam quais forem fi, fo € € (M) e X1, Xy €
['(TM), vale
Vf1X1Jrf2X2Yv = flely + f2VX2Y

o VxY élinear sobre R em Y: sejam quais forem a;,a; € R e Y}, Y, € T'(E), vale

Vx (a1Y1 + a2Ys) = a1 VxY) + asVxYo.

« V satisfaz a seguinte regra do produto: dada qualquer f € €°° (M),

Vx (fY) = fVxY + X(f)Y.

Teorema (T.1.1) (Teorema fundamental da Geometria Riemanniana). Seja (M, g) uma va-

riedade Riemanniana. Entao existe uma unica conexao V em M que satisfaz as sequintes condigoes:
e VxY —Vy X =[XY], VXY € (TM).

Demonstracao: Consulte [32].

As duas condig¢oes acima implicam na seguinte equagdo, comumente chamada de formula de Koszul:

29(VxY,Z)=X(g(Y,Z)) +Y(9(X,Z)) — Z(g(X,Y))

1.1
g1, X1, 2) = g([X. Z0,Y) — g([Y Z), X), ¥X,Y. Z € D(TM). (1)

Definicao (D.1.5). Seja M uma variedade Riemanniana e V sua conexao de Levi-Civita. Definimos o

tensor curvatura de M por

Rm : [(TM) x T(TM) x T(TM) — T(TM)

1.2
(X,Y, Z) = VxVyZ — VyVxZ — Vixy 2. (1-2)

Também é comum denotar Rm(X, Y, Z) por Rm(X,Y)Z.

Observacgao (0.2). O termo “tensor” empregado na definigdo anterior serd definido detalhadamente

em breve.

Observacao (0.3) (“Paralelidade pontual”). Como visto em [32], se p € M e z € T, M, é sempre
possivel estender z a um campo X € I'(T M) tal que X(p) =x e VX|TPM = 0 (ou seja, V,X = 0 seja
qual for v € T,M).
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1.1.0 Variedades Riemannianas

Definicao (D.1.6). Sep € M" e ¢ : U, — R" ¢ uma carta em torno de p, os simbolos de Christoffel

da conexdo de Levi-Civita V de M em relacio a ¢ sdo as fungdes reais {I]}1<ijm<n C €°(Up)
determinadas por

(Vo.0;)(q) = > Tij(@) Ol Va € Uy

1<t<n

Observacao (0.4). Um calculo direto mostra que

1
Ffj ) Z gke(aigjf + 09it — Orgij)- (1.3)

1<¢<n

Observacao (0.5). Sejam X,Y € I'(TM), p € M um ponto arbitrariamente fixado e suponha que
X(p) =z € T,L,MY(p) =y e T,M. O fato de (VxY)(p) depender somente de z e de ¥ numa

vizinhanga (arbitrariamente pequena) de p torna inofensivo o abuso de notagao de denotar (VxY)(p)

tanto por V.Y ou por V,y. Cometeremos tal abuso varias vezes durante este trabalho. Mutatis

mutandis, é claro que uma observacao inteiramente analoga vale para conexdes em fibrados sobre M.

Definicao (D.1.7). Uma vizinhanga U, de um ponto p € M é dita uma vizinhanca normal de p quando

a aplicagao exponencial
exp,, : (exp,) " (U,) € T,M — U, C M

é um difeomorfismo.

Definicao (D.1.8). Geodésicas partindo de p cujas imagens estdo contidas numa vizinhanga normal

de p sao chamadas de geodésicas radiais.

Lema (L.1.1). Seja (M",g) uma variedade Riemanniana e p € M um ponto arbitrariamente fizado.

Entao existe uma vizinhanga U, 3 p e um referencial local {E;}1<i<n, C I'(TU,) que satisfaz
9(Ei(q), Ej(q)) = 05 Vg € Uy, € Vip)E; =0,

para quaisquer 1 < 1,5 < n.

Demonstracao: Seja U, uma vizinhanca normal de p e fixe uma base ortonormal {b; }1<;<, de T, M.

Essa base induz um isomorfismo

B:R" - T,M
(z', - 2™ = > 2t

1<i<n

-1
Considere agora a carta ¢ = (expp oB) em torno de p e seja { } sua base coordenada
1<i<n

oxt
p —_

associada. Uma vez que
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1.1.0 Variedades Riemannianas

0
"o
= bi7
9 . :
segue que BrS ¢ uma base ortonormal de T, M, de forma que podemos portanto definir
t P) 1<i<n
0
Ei(p) = g para cada 1 < ¢ < n. Para estender tal base a um referencial ortonormal local, basta
:L»Z
p

lembrarmos do fato de que o transporte paralelo é uma isometria e realizarmos o transporte paralelo ao
longo de geodésicas radiais. Mais precisamente, para cada ¢ € U, existe uma tnica geodésica radial

g © [0,1] = M ligando p e ¢, e podemos entao definir

Ei(q) = Py, ,01(Ei(p))-

Em respeito a carta ¢, é claro que a representacao em coordenadas da tnica geodésica vy, : [ — M
partindo de p com velocidade inicial v € T,M ¢ dada por t — tv, e portanto a equacao das geodésicas
se escreve como

LG+ T D5 60) S G0 - S () =0, Vel el <k <
.o v ii 7, v 7y U =Y, € SRS
a7 P e dt !

1<ij<n

Em particular, temos

> Ffj(p) v =0, Yo = > v'b; € T,M, seja qual for 1 < k < n.
1<i,j<n 1<i<n
Fazendo v = 3, para qualquer 1 < a < n fixado, concluimos que I'* (p) = 0 sejam quais forem
1 < a,k < n. Finalmente, fazendo v € {0, + 0y, 9y — 0,} para quaisquer indices fixados 1 < a,b<n e
subtraindo as equacoes resultantes, obtemos I'*,(p) = 0 para quaiquer 1 < a,b, k < n, donde segue que

(Vg E;)(p) = 0 sejam quais forem 1 <1i,j < n.
|

) -1
Observacao (0.6). E facil verificar que em coordenadas normais (coordenadas da forma ¢ = (expp oB) ,

assim como visto na demonstragdo do lema anterior) todas as primeiras derivadas parciais de g;; se
anulam em p. Isso mostra que nao existem invariantes geométricos de ordem < 2. Como visto em [32],

tal fato também pode ser visto pela expansao da métrica em coordenadas normais, dada por

1
3 Z Rm;pe; '+ 0 (|t]3) .

1<k, 0<n

9ij(t) = 055 +

Observacao (0.7). Pela defini¢ao de geodésicas e pela prépria construgao de { E; }1<;<p, € claro também

que o referencial geodésico do lema (L.1.1) satisfaz
V., E; =0,

seja qual for v € T, M.
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1.2.0 Tensores

Como veremos brevemente, a observagao (0.3) e o lema (L.1.1) nos serdo muito tteis. O referencial

acima é também chamado de um referencial geodésico centrado em p.

Observacao (0.8). A notacao a - b sera reservada para sempre denotar a multiplicagao de dois

numeros reais, nao a usaremos para denotar o produto interno. Ademais, adotaremos a notacdo = ao

invés da usual := quando formos escrever uma igualdade que define um objeto.

1.2 Tensores

Dedicaremos essa se¢ao a explorar os principais conceitos de tensores presentes neste trabalho. E
importante ressaltar que nossa abordagem segue de perto as encontradas em [14] e [3].

Seja V um espaco vetorial real de dimensao finita, digamos n. Denotaremos por V* o seu dual:
V*={f:V—=>R| félinear},

e por End(V) o espago de todos os endomorfismos de V (ou seja, de transformagoes lineares de V em

V). Sendo r,s > 1 inteiros, denotaremos também:

(V) =V x V.o x V¥

T vezes

Vi=VxV...xV.
—_——

S vezes

Definicao (D.1.9). Um tensor real de tipo (r, s) em V é uma aplicagdo multilinear 7" : (V*)" x V* — R.

O conjunto de tensores reais de tipo (r,s) em V serd denotado por .7, (V).

Observacao (0.9). Diremos que T € .7, (V) é r vezes contravariante e s vezes covariante. O nimero

r + s é chamado a ordem de T. E claro que 7" (V) é um espaco vetorial.

Observacio (0.10). E ficil ver que .Z1(V) = V* 2 V e que .Z°(V) = V*, onde um isomorfismo

natural (no sentido de que nao depende de qualquer escolha de bases) entre V e V** é dado por:

Vovm (feV' — f(v) eR) e V™.

Estamos entao justificados ao chamar funcionais lineares de covetores.

Exemplo (E.1.1). A aplicacdo avaliagio ¢ : V* x V — R definida por §(f,v) = f(v) é um tensor de
tipo (1,1).

Exemplo (E.1.2). A aplicagdo determinante det : (R")" — R, que pega n vetores e devolve a

determinante da matriz obtida ao colocar todos tais vetores em colunas, ¢ um tensor de tipo (0,n).
Pode-se provar também que é o tnico tensor multilinear alternado de tal tipo (em outras palavras, uma
n-forma diferencial) que avaliado na base candnica é 1. Tal fato é de importante significAncia geométrica,

e serve na verdade de motivacao a prépria definicao de det.
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1.2.0 Tensores

Definicao (D.1.10). Dados f € V* e v € V, definimos o (1,1) tensor v ® f = f ® v por

(v® f)(g,w) = gv)f(w), ¥(g,w) € V* x V.

Definicao (D.1.11). Definimos o produto tensorial

®: T (V) ® FHV) = TLHW)

S

(T,9)—T®S,
por
(T®S)(wh, - W™ oo vy, vegy) = T wh vy, 0s) - S W™ v, vege),
sejam quais forem w!, - - - WR eV e, - , Usyp € V.

Definicio (D.1.12). Sejam 8 = {e;}1<i<n € 5% = {€'}1<i<n bases duais de V e V*, respectivamente

(ou seja, e'(e;) = 5;» para cada 1 <i4,j5 <n). Dado T' € .7 (V), os componentes de 7" na base ( sao os

ntmeros reais definidos por:
i - i i
T le'“js_T(e €7, €, 7ej5)7
sejam quais forem 1 < 4y, 4,, j1, - js < n.

Observacio (0.11) (“One chart to rule them all!”). E comum na literatura usar o fato de que

tensores sao livres de coordenadas sem explicitar formalmente o que se quer dizer com isso. Uma
interpretagao erronea desse fato seria dizer que dadas quaisquer duas bases {€;}1<i<n € {€}1<i<n ©
qualquer T' € 7 (V), vale que

Ty, =T S

sejam quais forem 1 <@y, %, J1, * , Jss @1, " 0, J1 - Jr < M, O que é evidentemente um absurdo!

Na verdade, o que acontece é que para provar que dois tensores T, Q) € 7, (V) sdo iguais - ou seja, que

vale
1 T 1 r
T(w st W, U, 7Us) :Q(UJ st W, U, 7vs)7
seja qual for (w', -+, w", v1,--+,vs) € (V¥)" x V¥, é suficiente provar que
T g = QM g
sejam quais forem 1 <4y, -+ 4,71, - ,Js < 1, 0 que é evidentemente verdadeiro pela multilinearidade

de T e . Equivalentemente, para definir um tensor 7' € .7 (V), é suficiente declaramos qual é sua

_l’_

acdo em {e',--- e" e, -+ ,e,}, ou seja, é suficiente especificarmos os n' ™ nimeros reais {7, ., }.

Quando 7 + s = n = 3, por exemplo, podemos pensar em 7' como um “cubo” de dimensées n de 3* = 27
numeros. Portanto, de certa forma tensores sao generaliza¢oes das matrizes usuais “bi-dimensionais”
(equivalentemente, transformagoes lineares) que ja conhecemos.

A fortiori, quando temos dois tensores (a priori ndo necessariamente iguais) definidos numa variedade

Riemanniana, o fato de tensores poderem (por defini¢ao) ser avaliados pontualmente nos garante que
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1.2.0 Tensores

para provar a igualdade entre os mesmos basta fixarmos arbitrariamente um ponto p € M", um
referencial local conveniente { E;},<;<, em torno de p e provarmos que as igualdades entre componentes
sao satisfeitas. Novamente, isso ndo quer dizer que as componentes independem do referencial fixado:
meramente usamos o fato da multilinearidade para garantir que a definicdo de um tensor por suas
componentes é bem definida (em contraste com aplicagbes nao necessariamente multilineares, que nao
sao determinadas por seus valores em bases). Resumidamente: duas quantidades geométricas tensoriais
que coincidem em um sistema dado de coordenadas (resp. um dado referencial) coincidem em qualquer
sistema de coordenadas (resp. qualquer referencial).

Finalmente, como vemos com mais detalhes na observacao (0.18), essas consideragoes podem ser

“fibralizadas”. Mais precisamente, dado qualquer atlas de uma variedade diferenciavel M", digamos
A= {Soa : Ua — @a(Ua) - Rn}aeh

qualquer se¢ao do fibrado T' € I' (9* (T'’M)) (comumente chamada simplesmente de um tensor de tipo

a+b

(a,b) em M) ¢é determinada pelo conhecimento de todas as suas n*"” componentes {T“"""‘ jl...jb} C

¢ (M), dadas explicitamentes por

{T (e(‘”l), el i) e i ,e(a,jb))}ael CE>* (M),

eo(p))

a base {e(o"jk)}lgkgn’ determinada por

onde

0
o —1
(o, (p) = d (% )wa(m (arﬂ‘k

el (e(ay)) = 0

A direcao reciproca - ou seja, quando que certas funcoes reais indexadas sobre um atlas de M sao na
verdade componentes tensoriais - é um pouco mais complicada, de forma que nao elaboraremos mais
sobre ela, mas convém observar que tal problema aparece ao tentar, por exemplo, “globalizar” o método

do referencial mével (para mais detalhes, consulte [18] ou [53]).

Proposicao (P.1.1). A aplicagio

Y : End(V) — Z(V)
T—Y(T): V' xV =R
(f;v) = f(T(v)).

é um isomorfismo.

Demonstragao: Consulte [14].
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Definicao (D.1.13). Sejam V e W espagos vetoriais reais de dimensao finita. Uma aplicagdo multilinear

T (V) x V¢ > W

é dita um W-tensor de tipo (r,s) em V. Denotaremos o espago vetorial de todas tais aplicagoes por
Hom (V, W).

Observagao (0.12). A fortiori,

Hom!(V, R) = 7" (V).

Proposicao (P.1.2). Hom/(V,V) é isomorfo a .7, (V).

Demonstragio: Defina ¢ : Hom’(V,V) — 7" (V) por:

[t)(T)] <w17___ Wty ,vs) — (T (w1,__, W, ,vs)),

1 o , , :
para cada (wl, co W g ,vs) € (V)" x V. E simples verificar que ¢ é um isomorfismo.

Devido a proposi¢ao (P.1.2), ndo faremos (como também nao é feita na literatura) qualquer distingao
entre tensores reais e tensores vetoriais.
Como veremos em seguida, a existéncia de um produto interno g em V nos permite fazer ainda mais

identificac¢oes.

Definicao (D.1.14). Definimos a aplicagdo bemol b : V — V* por

Proposicao (P.1.3). A aplicacdo bemol é um isomorfismo.

Demonstragao: Consulte [14].

Observacao (0.13). Uma vez que a aplicagao b (definida em (ID.1.14)) é um isomorfismo em cada

fibra de T M, podemos entao definir V pela equacao (1.1). Essa é uma técnica comum as demonstragoes
de geometria Riemanniana - determinamos a imagem de um campo via bemol, que por sua vez determina

0 proprio campo.

Observacao (0.14). Ndo ¢é verdade que em geral b(e;) = e'. Na verdade, ¢ facil ver que isto é

equivalente a base {e;}1<;<, ser ortonormal.

Observacgao (0.15). Pela proposicao (P.1.3), é claro que todo v € V determina e é determinado por

b(v). Agora, uma vez que b(v) é determinado por {b(v)(er) 1<k<n = {9(v, €x) 1<k<n, é claro que v é
determinado pelos valores {g(v, ex)}1<k<n. B razodvel entdo esperar que possa se obter uma relacio

explicita entre as componentes de v e tais valores. De fato, denotando g;; = g(e;, e;), v = Z v'e; e
1<i<n
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por ¢ os coeficientes da matriz inversa de § = (9i5) (que estd bem definida, pois gv =0 <= v =10

pela ndo-degenericidade da métrica), observe que vale a igualdade

g(v,ep) (Z v ez,ek) = Z v g, Yk € {1,...,n},

1<i<n 1<i<n

e portanto,

Z gktg(vaek) = Z V' gright = Z v oy =t YEe {1,--- ,n}.

1<k<n 1<i,k<n 1<i<n

Devido a proposigao (P.1.3), fica entdao bem definida a aplicagao inversa da aplicagdo bemol:

Definicio (D.1.15). Dado f € V*, existe um tnico f# tal que

fw)y=g(f*.v),

seja qual for v € V. A aplicacao sustenido £ : V¥ — V é definida entao por:

1. V">V
[ [
Proposicao (P.1.4). Seja {€;}1<i<, uma base de V. Se v = Z vie;eVe f= Z f;e' € V*, entdo
1<i<n 1<i<n
escrevendo:
b(v) =v, = D (v,)i€", assim como £(f) = f* = Y (f7)'e,
1<i<n 1<i<n
temos que
(vp); Z gmv assim como (f#)’ Z g¥ fj-
1<5<n 1<j<n
Demonstragao: Consulte [14].
[ |
Corolario (C.1.1). Para cada 1 <i < n, temos que (&), = > g€, e (€)= > g'e;.
1<j<n 1<j<n

Para motivar as varias diferentes aplicagoes que podem ser usadas para identificar tensores de tipos
diferentes, enunciaremos algumas proposi¢oes a seguir, cujas demonstragoes podem ser encontradas em
[14].

Proposigao (P.1.5). A aplicagao:

t: Ty (V) = ZH(V)
T—T": V" xV =R,

onde
T (f,0) =T (f#,0), V(f#,0) € V' x V

é um isomorfismo.
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Proposigao (P.1.6). A aplicacao

1 Ty (V) = FHV)
T—1T,  :V'xV =R,

onde

(15, 1(f,v) =T(f,v), Y(f,v) € V' xV,
é um isomorfismo.

Observagao (0.16). E comum néo explicitar os isomorfismos usados ao identificar tensores de tipos

diferentes. Por exemplo, um abuso de notagdo persistente na literatura é denotar as componentes de T%
simplesmente por T; a0 invés de (Tﬁl)j.. Tal abuso é razodvel, pois embora T nao seja de tipo (1,1),
o isomorfismo T +— T% é ébvio o suficiente para néo ser explicitado repetidamente. Em geral, temos
varias identificagbes possiveis, uma das quais vemos na proposigao (P.1.7). Sao esses isomorfismos que
nos permitem “abaixar” ou “subir” indices & vontade. Formalmente, se 7' € .7,*(V) é um tensor de tipo
(k, £), dizemos que o tensor 7% € 741 (V) determinado por

(Tﬁ(]')(wl,"' ,wk7.,7)1,"' ,'Uéfl) — T(wl’,.. ,Wk7’l)17"' 7’Ua717ﬂ(.)7"' ,'Ugfl)

¢ o tensor obtido de T" ao subir o seu a-ésimo indice. Analogamente, dizemos que o tensor 7}, € foll(V)

determinado por

Tbr(w17"' 7WT_17.7"' 7wk7v27." )Uf—‘rl) = T(wla"' 7wT—17b<.)7'” uwk)v%'” 7U€+1)

é o tensor obtido de T" ao descer o seu r-ésimo indice.

Observacao (0.17). Em geral, a identificagdo que usamos para ver tensores de tipo (0, k) como tensores

de tipo (1,k — 1) (ou, equivalentemente, de tipo (1,%) como de tipo (0,k + 1)) é feita ao subirmos
o tltimo indice de T, id est, se T é um (0, k) tensor, também o vemos como o tensor T' € 7" (V)

determinado por
V> T(y17 e 7yk—1) - ﬂ[T@/la oy Yk—1, .)]a

sejam quais forem yy,--- ,yx_1 € V.

Proposicao (P.1.7). Sejam a,b,r, s > 0 inteiros tais que r + s = a + b. Entao 7,*(V) = 7" (V).

Demonstracao: Ha varios isomorfismos possiveis. Podemos, por exemplo, abaixar todos os indices

contravariantes possiveis e identificar ambos espagos com 7, (V), ou seja, considerar

Frv) 4 75.v) B 78,(v) & Zewv),

S

onde

[@(T)](Ula S >UT+S) =T ((Ul)bv (U2)|77 ceey (Ur)b7 Urg1y - aUT-I—S) 5

[(T)] (wl,...,wa,vl,...,vb) :T((wl)ﬁ,(wQ)ﬁ,...,(wa)ﬁ,vl,...,vb) )
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1.2.0 Tensores

Observagao (0.18). E 6bvio que todas as construgoes relembradas nessa secio se “fibralizam” na-

turalmente. Se (M", g) é uma variedade Riemanniana, podemos, por exemplo, considerar o fibrado
(@, b)-tensorial

ZHTM) = U F(TM) ={(p.T) |[peMeT e F(T,M)},

pEM

a+b

que é uma variedade diferenciavel de dimensao n + n*"". Sua topologia e atlas sdo induzidos de forma

analoga a do fibrado tangente usual. Ou seja, se
A= {‘;004 Us — SOa(Ua) C Rn}aeb
¢ um atlas maximal de M e

7 I (TM) = M
(p,T) = p,

denota a projecao natural, definimos um atlas de .Z,*(TM) por

peUq

A == {’lpa : %G(Ua) — U %a(TpM) N gpa(Ua) % Rna+b C Rn+na+b} 7
acl

onde 1, é definida por

- ) P . . .
o T1da . A . A dz* dz*? LR dat
Ve 1<i1Z¢b<n et (@) i q® 0x72 . ©0..® Oxa . © dr q © dw q ©...@dr q
1<j1,0ja<n
o 9 P P ‘ . .
= o Tt e . : - LR — dr" dr*? L@ dr®
¥ (Q)’1<i1Zib<n w55 q® 5 q® ® 5 q® i @drt| @ edrh| |,
1551, 0ja<n

e declaramos que um subconjunto O C Z,*(U,) é aberto em .Z,"(U,) se, e somente se, p,(O) é aberto
em @, (Uy) X R™"". Diremos que uma secio T € DN (TM)) é um campo tensorial em M. Por
simplicidade, também cometeremos o abuso de notagao de escrever que T' € Z,*(T M) é um tensor
de tipo (a,b) em M (o que corresponde ao abuso de linguagem de considerar campos tensoriais como
tensores).

Exemplo (E.1.3). Sejam T, S tensores de tipo (0,4) e (0,2) em M, respectivamente. Entao, con-

siderando coordenadas locais em torno de um p € M arbitrariamente fixado, as componentes (e

consequentemente os proprios 7' e S) de T e S tém, dentre varias outras possiveis, as seguintes “faces”

Pagina 25 de 151



1.2.0 Tensores

diferentes:

Tk T, ¢ T 0. Tiire, .., assim como S¥.S%. S;. S.J
) k ) kes Lijkes ) s D gy Pigy P
=T((da?)?,(da? ¥, (dah)#,(d2f)?) =T ((dat)#,(dad )8 By, (det)? )

onde i, 7, k, ¢ percorrem {1,... ,n}.

Exemplo (E.1.4). Considere o tensor curvatura Riemanniano definido em (1.2). Fixemos coordenadas

locais numa vizinhanca U, > p € M", denotando o seu referencial associado por {0;}1<i<,. Para cada
p ) RS
q € Up, existem n ndmeros reais, que denotaremos por {Afjk}lgggn (e que por sua vez determinam um

tensor A de tipo (3, 1)), determinados pela relagao

Rma 3 ak Z Awkag, em q.

1<t<n

Tomando o produto interno com 0, dos dois lados da equacao acima, obtemos

(Rmgy, ,(0r), 0s) = Rmyjps = Y Afjkgﬁsv

1<t<n

e portanto

Z QSt : Rmijk:s - Z Az]k s * Af]k;

1<t<n 1<4t<n

Lembrando do coroldrio (C.1.1) e cometendo o mesmo (inofensivo) abuso de notagao do exemplo

anterior, vemos que
t t f t
Rm;;, = Rm ((dx ) , €4, ej,ek) = Ajjrs

seja qual for 1 <t < n. Logo, A é determinado por Rm, e estamos agora completamente justificados em

escrever

Rma 8 a/c Z Rmz]kae

1<t<n

Exemplo (E.1.5). Da maneira como o definimos, a priori Rm = Rmj ¢ um tensor de tipo (1,3). Mas

lembrando das proposi¢oes (P.1.7) e (P.1.2), é razbavel denotar os seguintes tensores

Rm%* : T'(TM) x T(TM) x T'(TM) x T(TM) — €>(M)
(X,Y, Z W) = p(W)]|(Rm(X, Y, Z)),

R, : T(T*M) x D(TM) x T(TM) x T(TM) — €=(M)
bW), XY, Z) — p(W)](Rm(X,Y, Z)),

além de

Rm"? : T(TM) x T'(TM) — End (I(TM))
(X,Y) = Rm”*(X,Y) : I(TM) — T'(TM)
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1.2.1 O traco de tensores

Z + Rm(X,Y)Z,

simplesmente por Rm também.

Exemplo (E.1.6). Se M é uma variedade Riemanniana, todo campo vetorial X € I'(T'M) pode ser
visto como uma 1-forma X, = g(X,e) € I'(T"M).

Definicao (D.1.16). Seja ¢ : M — N uma aplicacio suave e suponha que 7' € Z,'(TN). O pull-back
de T é o tensor ¢*T € .Z,°(T M) determinado por

(¢*T)p (Ulv s 7Uk‘) = TSO(P) (dsop(vl)v s 7d(pp(vk)) )

sejam quais forem p € M e vy,..., v, € TyM.

1.2 O traco de tensores

O trago ingénuo de um endomorfismo 7" : V — V. que é o trago da sua representacao matricial

A = (aij)1<ij<n em qualquer base, dado por

tr(7) = tr(A) = > au, (1.4)

1<i<n

nio faz sentido algum para tensores de tipo (0,2), pois se h € 7 (T'M), a expressdo

Z hi;

1<i<n

nao é invariante por mudanca de coordenadas. O objetivo dessa subsecao é estender a definicao do traco

de endomorfismos para tensores de uma maneira bem definida.

Observagao (0.19). Alternativamente, sendo {e;}1<;<, qualquer base de V, a equagio (1.4) pode ser

escrita equivalentemente como:

wl) = Y i(Te)e)= Y Th= Y T

1<4,j<n 1<i<n 1<i<n

Lema (L.1.2). Existe uma tinica aplicacdo linear tr; : ;' (V) — R tal que:

tri(v @ f) = f(v), Y(f.v) € V' x V.

Demonstracao: Consulte [14].

Definicao (D.1.17). A contracdo na a-ésima entrada contravariante e b-ésima entrada covariante é a
aplicacdo try : 7 (V) — 7/ 1(V) dada por:

[trg(T)](fl, o T, L Us—1) = tr%(T(fl, o f e T e g, ey, ,Us))-
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1.2.1 O traco de tensores

Definimos também:

tI'l’Q : %O(V) —R
T — tri(TH),

tr? . Z2(V) - R
T — tr1(T},),

Dado T € 7 (V) e inteiros 1 < a < 7,1 <b < s, um célculo direto mostra que as componentes do

tensor trf(T) € F/ (V) relativas a uma base previamente fixada sdo dadas por:

(trl?(T))ilmiriljl---jsﬂ = Z TilMiailkiamiriljl---jb—lkjb---jsq7
1<k<n

onde o indice mudo k aparece na a-ésima entrada superior e na b-ésima entrada inferior. Quando V esta
munido de um produto interno (que daqui em diante assumiremos que é sempre o caso) e ou r ou s é
> 2, definimos também os tracos métricos tra,(T) € T 5(V) e tr**(T) € Z7%(V) ao subir ou descer

um indice e aplicar try s ou tr'2. Mais precisamente, definimos

tra7b(T)(f1, e ,fr,xl, . ,.17572) = trLQ(T(fl, ce fT,Il, e, e ,IS,Q)),

tr“’b(T)(fl, R LT L) = trl’Q(T(fl,...,o,...,o,...,fr_z,xl,...,xs)),

com os e nas a-ésimas e b-ésimas entradas, respectivamente. Em coordenadas, temos

1<k <n 1<k,f<n

onde (g;j)1<ij<n 80 as componentes de g em relacdo a tal base fixada e (¢")1<; j<, denota sua inversa.

Exemplo (E.1.7). Uma intuigao 1til para essa operagdo é ilustrada pela seguinte situagao: dada « €

T (V), o fato de g ser nao degenerada garante a existéncia de A € End(V) tal que a(z,y) = g(A(x),y)
sejam quais forem x,y € V. Denotando por {e;}1<;<, tal base e fazendo = = e;,y = €, obtemos
ajr = g(Ale;), e;) = Z g(A'je; ep) = Z A';gix, de forma que A'; = Z gikajk e tryo(a) = tr(A).

1<i<n 1<i<n 1<k<n
Definicao (D.1.18). A curvatura de Ricci de uma variedade Riemanniana (M", g) é definida como
Ric = try 4 (Rm).

Observacao (0.20). Explicitamente, fixado p € M e sendo {e; }1<i;<, uma base de T,M, temos

Ric(v, w) = tr (T, M 3 u — Rm(z, u)w)
= Z g (Rm (e;,v) w, ;)

1<i<n

= Y g(Rm(v,e)e;,w)

1<i<n
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1.2.1 O traco de tensores

= Z g (Rm (e;,w)v,e;),

1<i<n

sejam quais forem v,w € T, M, e portanto Ric ¢ uma forma bilinear simétrica. Equivalentemente,

poderiamos ter adotado a defini¢do de Ric como um tensor de tipo (1,1), determinado por

Ric(v) = > Rm(v,e;)e;, Yo € T,M.

1<i<n

Definicao (D.1.19). Uma variedade de Einstein é uma variedade Riemanniana (M", g) que satisfaz

Ric, = A g para alguma funcao real A € € (M).

Observacao (0.21). Conforme veremos no lema (L.1.15), em dimensdo n > 3 nao ha perda de

generalidade em substituir “para alguma funcao real A € €*° (M)” na defini¢do (D.1.19) por “para
alguma constante A € R” Nesse caso, Ric é constante (e igual a \) no fibrado tangente unitario de M.

Pela férmula da polarizacao, a saber,

Ric(v + w, v + w) — Ric(v, v) — Ric(w, w)

Ric(v,w) = 5 )

vemos que (M”23, g) ¢ uma variedade de Einstein se e s6 se a forma quadratica induzida por Ric é

constante no fibrado tangente unitario U M.

Observacio (0.22). Dado T € End(V), o tensor .7, (V) > T'(e, ) = (T'(e),*) satisfaz try o(T) = tr(T).

Reciprocamente, dado qualquer (0,2) tensor 7', existe um tinico tal T' que satisfaz T'(e,+) = (T'(e), %).

Mutatis mutandis, o mesmo vale para tensores de tipo (2,0). Vemos entdo que apesar da métrica ter
sido necessaria para definir o traco de tensores de quaisquer tipos, o fato de termos trazido tudo de volta
ao caso do trago de endomorfismos (cujos tragos independem de qualquer escolha de bases ou produto

interno) fez com que o trago na verdade independesse da métrica.

Definicao (D.1.20). Seja T € F2(V) um k-tensor. Podemos ver T' como um (1,k — 1) tensor 7,

determinado por

T(yla S 7yk—1) = ﬁ(T(yla ceey Yk—1, .))7
O g-trago de T é o (k — 2)-tensor definido por

(brg(T)) (1, - -+ yn—2) = (T(y1, - - -, Y2, ®)). (1.5)
€End(V)

Note que suas componentes sao dadas por

(trg(T>>(el7 o 7ek—2) = Z gij <j;7:1~--7:k727:7 ej>

1<i,j<n

_ ij
= Z g Til...z'k,gij-

1<i,j<n

Exemplo (E.1.8). O tensor de Ricci de uma variedade Riemanniana M, denotado por Ric, pode ser

visto como um endomorfismo:

Ric : T(TM) — T(TM)
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1.2.1 O traco de tensores

X + Ric(X) = £(Ric(X, o)),

ou seja,

g(Ric(X),Y) = Ric(X,Y) VX,Y € [(TM).

Proposicao (P.1.8). Seja (V, g) um espago vetorial real e B : VXV — R uma forma bilinear simétrica

em V. Denotemos por
Sy ={veV[|v]|=r}

a esfera de raio r > 0 centrada na origem de V e por dV a forma de volume em V induzida por g, de

forma que

vol(S,) = [ dv.
Sr

Entao

1
vol(S,) / Blaw) dV=2rms

Demonstracio: Pelo teorema espectral, existe uma base de V, digamos {e; }1<i<n, que é g-ortonormal

e B-ortogonal. Chamemos A\, = B(eg, e;) para cada 1 < k < n. Dado qualquer x = Z rrer €V, 0

1<k<n
quadrado da norma de x é dado entdo por g(x,r = Z azk, e B é determinada por B(z, x) Z )\kxk.
1<k<n 1<k<n
Portanto,
B(x . Ak/ 22 dV, (1.6)
Sr 1<k<n  7Sr

Afirmamos agora que dados quaisquer 1 < k # ¢ < n, vale que

2 dV:/ 2 V.
/erk Srme

De fato, a reflexao ortogonal ¢ em torno da reta span(e;, +€,) é uma isometria que preserva dV e satisfaz

T3 0 = 7, e portanto a afirmacdo segue do teorema da mudanca de varidveis. Denotando entdo
I, = / 22 dV,
S

temos que

Agora, como

vemos que

Finalmente, lembrando da equagao (1.6), concluimos que

2
/B(x,x) aV=""volS,) 3 A= vol(S) try(B),
. n

1<k<n
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1.2.2 A extensao da métrica a tensores

como desejado.

Observacao (0.23). Em alguns calculos no trabalho, adotaremos a convengao de Einstein ao lidar

com somatérios. A mesma consiste, essencialmente, em sumir com os simbolos de somatérios e fazer um
acordo de quando certos indices estao sendo somados ou nao e deduzir de maneira 6bvia até o onde
o somatoério implicito vai. Mais explicitamente, todos os simbolos de somatérios sao omitidos, com o
entendimento comum de que se um mesmo indice aparece numa expressao monomial uma vez em baixo

e outra em cima, na verdade estamos somando a expressao sob tal indice.

Observacao (0.24). Usaremos a seguinte notagdo comumente vista na literatura: se A e B sdo tensores

quaisquer, a notacao A x B denotara um tensor que pode ser expresso como uma combinacao linear
finita (cujos coeficientes nao dependem nem de A nem de B) de contragdes ou contragoes métricas do

produto tensorial A ® B. Por exemplo,

7T2 : (tI'LQ A) X B + 271 - trl’3<A X B) —666- A X (trl’z B) = Ax B7
13PQl, — PLQh, = (P Q.

Lqr isr

23Piijjk f;[m - (P * Q)ma

onde nas ultimas igualdades acima usamos a convencao de Einstein e P e () denotam tensores de tipo
(3,2) e (1,3), respectivamente. Uma propriedade muito ttil dessa notagao, que é uma consequéncia

direta da tensorialidade de A x B e da desigualdade de Cauchy-Schwarz, é que
A= Bl < ClIA[[|1B], (1.7)

onde C' é uma constante dimensional que nao depende nem de A nem de B. De fato, note que a defini¢ao
de tr com respeito a quaisquer indices sempre se reduz a tr7, e a desigualdade de Cauchy-Schwarz nos

fornece
| tr} (w @ X)| = [{wh, X)| < [lwf]| - [ X]| = [l - 1 X1,

donde a desigualdade geral (1.7) segue por multilinearidade.

1.2 A extensao da métrica a tensores

Definicio (D.1.21). Sejam P,Q € .7 (T M™). O produto interno de P e Q é a funcio real

CKOO(M) = g(P7 Q) = E Girr1Yizra - - - gikagj151gj282 ce gjlsgpjil.'..j; 22??

1<in,..,ig<n
1<j1,...5e<n
1<r1,...,rp<n
1<s1;...,8¢<n

onde o referencial local tomado acima nao necessariamente é ortonormal.
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Observacao (0.25). A demonstragao de que tal produto estd bem definido (ou seja, que o calculo de

g(P, Q) definida acima nao depende da carta escolhida) pode ser consultada no apéndice.

Observacao (0.26). A definigdo anterior pode parecer obscura a primeira vista, mas na verdade a

mesma possui uma motivacao natural. Primeiramente, podemos definir o produto interno de 1-formas
por

(w,m) = (W, 7).
Dali, podemos definir o produto interno em cada fibra 7,%(7,M) ao declarar que o produto interno dos

seguintes tensores decomponiveis

. . . 0 0
P=ds'| @ dz”?| @...d2"*| @ —| ® — ®...® —|
P P p  Oxh oxt2 Ox'
p P p
com
Q=d2"| ®dz"”?| ®...@dr'"| ® 0 ® 0
P p p  Ors oxs? T Oxse|
p p p
é dado por
. ) 0 0 0 0
Py = {ass] ). (as] ase V( 2] 2] (o) o
(PQ) <d$ p’dx p dz p’dx p 8xllp’8xé’1p 83:2bp’8x3bp ’

e depois estender por multilinearidade & toda fibra Z,*(T,M) (e consequentemente, lembrando da
observacio (0.18), a todo fibrado .Z*(TM)). E facil ver que a definicao resultante de tal processo é
equivalente a definicao (D.1.21), pois

(o) = (o) (0™

E como visto no corolario (C.1.1), temos ((‘91"“)ﬁ = > ¢**0,. Logo,

1<t<n
<a7'k7amk> — gikmk7
e portanto recuperamos a defini¢ao (D.1.21).

Observacgao (0.27). Quando k = 0, vemos que:

g(P7 Q) - Z le---je . le...jg :
1<j1,00,5e<n =Q((el1)t,...,(el0)H)

Além disso, vemos que se {e;}1<;<, ¢ qualquer referencial ortonormal local, vale

sPQ= Y " P

1<, i <n
1<j1,0,Je<n
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Observagdo (0.28). A verificacio de que para cada p € M, g,(e,%) : T (T,M) x T (T,M) — R

é uma forma bilinear simétrica positiva definida sobre .7,*(T,M) é direta, o que justifica a nossa

nomenclatura de produto interno.

Definicao (D.1.22). A norma de um tensor T' € Z*(T M) é a funcao real ||T|| : M — R dada por

1T = /g(T,T).

Observagdo (0.29). A fortiori, se T € Z,°(TM) e {e;}1<i<n é um referencial geodésico em uma

vizinhanca U, de p € M, temos

ITIP@) = > (Ti.i(9)?, seja qual for g € U,

1<i1,eip<n

1.2 A derivada covariante de tensores

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e denotemos por
V:I'(TM)xT(TM)—T(TM)

a sua conexao de Levi-Civita. E claro que V nao é um tensor, pois se X,Y € I(TM) ep € M, (VxY)(p)
ndo depende apenas de X(p) e Y(p), mas sim de X(p) e de Y em uma vizinhanga (arbitrariamente

pequena) de p. A defini¢ao seguinte fornece um “conserto” parcial desse problema.

Definicao (D.1.23). Se Y € I'(T M), definimos a derivada covariante total de Y por:

VY : D(TM) = T(TM)
X — VyY.

Como VY é uma aplicagao linear em I'(T'M) sobre €°°(M), segue que VY é um tensor de tipo (1, 1).

Portanto, podemos também pensar em V também como uma aplicagao
V : I'(TM) — Homgeo gy (I'(T M), T(TM)) .

Se S:T'(TM) — I'(TM) é um tensor de tipo (1,1), podemos também definir sua derivada covariante
VS como um tensor de tipo (1,2), com a ideia bésica de garantir que uma espécie de regra de Leibniz

seja satisfeita, ou seja, de forma que
VX(S(Y)) = (VXS)(Y) + S(ny), VX e F(TM)
E portanto razoével definir V.S por

(VS)(X,Y) = (VxS)(Y)
— Vx(S(Y)) = S(VxY).
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1.2.3 A derivada covariante de tensores

Em outras palavras,

VxS =1[Vx,S].
Se verifica facilmente que Y +— (Vx.S) (Y) é tensorial em Y.

Na verdade, a derivada covariante total V se estende naturalmente ainda além de campos vetoriais

(que sao tensores de tipo (1,0)) e tensores de tipo (1,1), como vemos no seguinte

Lema (L.1.3). Seja M uma variedade Riemanniana e V sua conexdo de Levi-Civita. Entdo existe

uma unica conexdo (que por abuso de notag¢io também denotaremos por V)
V :I(TM) x THTM) = FFTM),

em cada fibrado (T M) tal que

« Em J(M) =¥ (M),
Vxf=X(f), VX eT(TM), eVf € E°(M);

o Em J(TM)=T(TM), V coincide com a conexio de Levi-Civita de M;

o V satisfaz a regra de Leibniz com relagdo a produtos tensoriais, id est,

Vx(F®G)=(VxF)® G+ F® (VxG);
o V comuta com todos os tracos; i.e, se tr denota o trago com relacao a qualquer par de indices,
entao

Vx(trF) = tI‘(VXF).

Demonstracao: Consulte [31].

|
Observagao (0.30). E possivel provar que a conexao dada pelo lema acima satisfaz também
Vx[w)] = (Vxw)(Y) +w(VxY),
sejam quais forem w € I'(T*M) e X, Y € I'(T'’M), e é determinada por
(VxD)(', .. wh Xy, X)) = Vi (T 0, X, X))
—1<§Z:<£T(wl,...,wk,Xl,...,VXXi ...,Xg,) 1.8)
- > T(wl,...,Vij,...wk,Xl,...,Xg) ,
1<j<k
sejam quais forem T' € .7 (T M), {Xiticicr CT(TM); e {wj}1§jge c D(T*M).
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1.2.3 A derivada covariante de tensores

Observacao (0.31). Note que na equagao (1.8), interpretamos Vx ou como a derivada direcional

usual (quando aplicada a uma fungao real) ou como a derivada covariante de campos vetoriais (quando

aplicada a algum campo).

Definicao (D.1.24). Um tensor T é dito paralelo quando VT = 0.

Observacao (0.32). Note que sempre vale Vg = 0.

Observacao (0.33). Usando os isomorfismos musicais, podemos também pensar em V como uma

aplicacao

V:[(T*M) x THTM) = TFTM),

ao definirmos

va = V(w)uT

A fortiori, lembrando do corolario (C.1.1), em coordenadas locais numa vizinhanga U, 3 p temos a
aplicacao

v(dmi)ﬁ = Z ngaj : ’%k<TUP> — ‘%k(TUp)7

1<j<n

que também denotaremos (como é comum na literatura) simplesmente por
V' FHTU,) — FHTU,).

Note que, trivialmente, para um referencial geodésico local vale V' = V;. Surge entao uma pergunta
natural: os isomorfismos musicais comutam com a conexao? Como veremos em seguida, a resposta é

que isso acontece exatamente quando Vg = 0.

Observacio (0.34). Se T' € (T M), é comum denotar

T51 Sk - (V T)Sl Sk

Ji---Jest J1--Je>

Tsl Sk ’L : (VZT)Sl Sk‘

Ji---Je J1---Je

Em particular, quando f € €°°(M), temos as notagoes

Vif =0if = fa,

A f (az) Z g”f]

1<j<n

Observacao (0.35). Mutatis mutandis, os isomorfismos musicais também podem ser definidos para

qualquer fibrado 7 : £ — M munido de uma métrica.

Lema (L.1.4). Sao equivalentes:

e (Vxs), = Vx(s) e (Vx&) = Vyx ((f)ﬁ) sejam quais forem X € T'(TM),s € '(E) e £ € I'(E");

e Vg=0.
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Demonstragao: Suponha que Vg = 0 e seja ¢ € ['(EF) arbitraria. Entao

(Vxs) () = (Vxs, 1) = X((s,9)) = (s, Vx¢) = X(5,(¥)) = 5 (Vx¢) = [Vx(5)](¢),

onde na segunda igualdade usamos a hipotese Vg = 0 e na ultima usamos a definicao da derivada

covariante. Da arbitrariedade de v, concluimos que

(VXS)b = VX(Sb).

Analogamente, dada qualquer { € I'(E*) e 0 € I'(E), temos:

(Vx () o) = X ((&,0)) = (€, Vx0) = X (£(0)) = £(Vx0) = (Vx&)(0) = ((VxE)*, 0),

e portanto
(Ve ((9)7)) = b ((Vx€)).

Segue entao da proposi¢ao (P.1.3) que

Vx ((©)F) = (Vx¢),

como desejado. Reciprocamente, se V comuta com os isomorfismos musicais, entao para quaisquer
X el(TM)es,ocel(E), vale

(Vxg)(s,0) = X((s,0) (Vxs,0) — (s,Vxo)
(

)
Sb((f

) —

—X )) = (Vxs,0) — 5,(Vx0)
= (Vx(5))(0) = (Vxs,0)

= (VXS)b<O') - <VX570>

I
o

Y

de forma que Vg = 0, como afirmado.

Exemplo (E.1.9). Sejam X,Y,Z € T'(TM) campos quaisquer e T' € Z,’(T M) um (0, 2) tensor. Como

ja vimos, T' também pode ser visto como um tensor de tipo (1, 1), determinado pela seguinte relagao:

T(s) =4(T(s,e)), Vs € I(TM).
Como consequéncia do lema (L.1.4), vemos que

(VxT)(Y), Z) =
1,Z) = T(VxY,Z)

W, Z) - T(VxY, Z)

N(2) =T(VxY, Z)

) = T(Y,VxZ) —T(VxY,Z)

I
<
<
=
=
2
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1.2.3 A derivada covariante de tensores

= (VxT)(Y, Z).

Note que na primeira igualdade, estamos vendo T' como um tensor de tipo (1, 1), enquanto que na
ultima ja o vemos como um tensor de tipo (0,2). Esse abuso de notagao é muito comum e geralmente
nao é explicitado (id est, quase sempre a identificacao explicita de tensores de tipo diferentes via os
isomorfismos musicais ¢ omitida e o fato destes comutarem com V é usado implicitamente sem nenhuma
mengao). Mutatis mutandis, o mesmo vale para tensores de tipo (1,3). Para evitar sobrecarga de
notagao, também cometeremos em varias partes (veja, por exemplo, a demonstragao de (1.14) e a

equagao (2.12)) deste trabalho este mesmo abuso de notagao (porém agora justificado como inofensivo).

Definicao (D.1.25). Seja M uma variedade Riemanniana e V sua conexao de Levi-Civita. Definimos

a aplicacao derivada de Lie .Z
D(TM) x T2(TM) = FL(TM),

em cada fibrado .7,°(T M) por

« Em FP(M) = €(M),

ZLx(f)=X(f), VX e (TM), eVf € E(M);
« Bm FATM) = Z(TM) =T(TM),

LY =[X,Y] =VyY — Vy X, VX,Y € T(TM);

« Em Z(TM),

(LXT)(Y1,...,Y) =X (T(Yy,...,Y0)— Y T(Y1,...,2xY;....Y0).

1<i<e

Observacao (0.36). Usando os fatos de que a conexao de Levi-Civita é compativel com a métrica e

livre de torcao, um célculo simples mostra que
(,,%Xg)(Y, Z) = <VYX7 Z> + <Y7 VZAXV>7
sejam quais forem XY, Z € I'(TM). Em coordenadas locais, podemos entao escrever

(Zx9)i; = (Vo, X, 0;) + (05, Vo, X)

= (Va,X),(05) + (Vi X),(9:)
= (Va X5)(95) + (Va Xb)(az)

onde usamos o lema (L.1.4) na tltima igualdade. Um abuso de notagdo comum ¢ identificar X com Xj,

abandonar o uso de parénteses e escrever a expressao acima simplesmente como

(fxg)ij = VZX] + VJXZ
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A fortiori, quando X = V f para alguma f € €°°(M), entao
Lorg =2V,
que em coordenadas locais também se escreve como
(Lor9)ij=2-(V2f)y =2-ViV,f.

Definicao (D.1.26). Seja M uma variedade Riemanniana e T € Z,°(TM) (resp. T € ;' (TM)) . A
derivada covariante total de T, denotada por VT, é o tensor de tipo (0,¢+ 1) (resp. (1,¢+ 1)) dado por

(VT)(X,Y1,....Y)) = (VxT)(Yi,...,Y}),

para quaisquer campos X,Y],...,Y, € I'(TM).

Observacao (0.37). A fortiori, se f € €°(M) = (T M), definimos o gradiente de f, Vf €
N(TM) = Z°(TM), por

Vf=4df),
que em um referencial geodésico {e;}1<;<, possui a representacao em coordenadas
Vi= 2 elf)-ei=(elf) . enlf)),
1<i<n

€ norma

IVAl= [ > ()

1<i<n

Lema (L.1.5). Sejam f,h € €°°(M). Entao

V(f -h)=f -Vh+h-Vf.

Demonstracio: E uma consequéncia imediata do fato de que para qualquer X € [(TM), vale

gV -h), X)=X(f-h)=f-X(h) +h-X(f) = [-9(Vh,X) +h-g(V] X).

|
Lema (L.1.6). Sejam h € €°(R) e f € €°°(M) fungodes reais suaves. Entao
[V(go flo=9'(f(p)- V[
Demonstracio: E uma consequéncia imediata da regra da cadeia.
|
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Definicao (D.1.27). Seja f € € (M) uma funcao real suave que satisfaz

|f(p) — f(g)| < K -dist(p,q), Yp,q € M.

Nesse caso diremos que f é K-Lipschitz e denotaremos esse fato por Lip(f) = K.

Lema (L.1.7). Uma funcao real suave f € ¢ (M) é K-Lipschitz se, e somente, se |V f| < K.

Demonstracao: Suponha que f é K-Lipschitz. Fixemos p € M e v € T, M unitario arbitrariamente.

Denotaremos a (tnica) geodésica que parte de p com vetor tangente inicial v por ~,. Para ¢ > 0
suficientemente pequeno, v, ¢ dada por (—¢,¢) 3 t + 7,(t) = exp,(tv). Como vemos em geometria
Riemanniana, geodésicas sao localmente minimizantes, portanto podemos também supor que € > 0 é

pequeno o suficiente de forma que dist(p, exp,(tv)) =t seja qual for ¢ € (—¢,¢). Entdo

dt =0
o 60) ~ f0)

t—0 t
< thdist(expp(tv),p) K

t—0 t

\Y
onde na ultima desigualdade usamos a hipotese de f ser K-Lipschitz. A fortiori, tomando v = W,
p

VEemos que

V)l < K.

Da arbitrariedade de p, segue que ||V f]| < K, como desejado.
Reciprocamente, suponha que ||V f|| < K. Fixemos entdo ¢ > 0 e p,q € M arbitrariamente. Pela
defini¢do da fungao disténcia e pela defini¢ao de infimo, segue que existe uma curva suave v : [0, 1] - M

que satisfaz v(0) = p, y(1) =q e

(0) = [ WO dt < dist(p,a) + <

Note também que f o~ é uma curva suave (com imagem em R) que liga os pontos f(p) e f(¢). Novamente

pelas defini¢oes de distancia e de infimo, segue que

70)~ Fa)l < [ 1(Fory )l ar
= [T P )] de < K ) < K - distp,0) + <),

onde na primeira desigualdade da segunda linha usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Portanto

dist(f(p), f(q)) < K - gg(dist(p, q) +¢) =K -dist(p,q),

id. est, f é K-Lipschitz.
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Lema (L.1.8). Seja M uma variedade Riemanniana completa e f: M — R (ndo necessariamente

diferencidvel) com Lip(f) = K e e > 0 arbitrario. Entdo existe uma funcao diferencidvel h € €°° (M)
que satisfaz |h(p) — f(p)| < e e Lip(h) < K +¢.

Demonstragao: Consulte [2].

Lema (L.1.9). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa, e R > 0 arbitrario. Entdo existe

uma fungdo real p € €°° (M) tal que

2
ele,r) = L elms,er) =0, € |[[Ve| < =

Demonstragao: Definiremos a funcao z : R — R por

1 < R
z(x) = 2—% R<x<2R,
0 x> 2R

e a funcao # : M — R por 0(q) = z(dist(p, ¢)) (um fato conhecido de geometria Riemanniana é que
dist(p, ) é diferenciavel fora de p e seu cut-locus e necessariamente nao diferenciavel em p e seu cut-locus,
de forma que # nao necessariamente ¢ diferencidvel). E facil ver que

1

Olpr) =1, OlamBeer =0, Lip(d) < =

O lema (L.1.8) garante entdo a existéncia de uma fungao diferenciavel (M) 3 6 : M — R que

satisfaz

[¥(a) ~ 0@ <= Lin(y) < 5+

onde £ > 0 serda tomado da seguinte maneira: dado § > 0 arbitrario, tome ¢ > 0 de forma que

< mi 1 ) 1

e<min{—,—— — .
474-(1+60)' R

Tomemos agora uma funcao suave h : R — R que satisfaz

1
1 —4e’

h’(lfs,oo) =1, h‘(foo,s) =0, L1p<h) <

Definimos agora ¢ := ho . E facil ver que ¢ é identicamente 1 na bola de raio R centrada em p e

identicamente nula fora da bola de raio 2R centrada em p. Além disso,

1 1 € 2+ 20
—. + < :
R 1—4¢ 1—4¢~ R

Lip(p) <

O resultado desejado segue entdo da arbitrariedade de 6 > 0 e do lema (L.1.7).
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Observacao (0.38). Note que o lema anterior é trivialmente satisfeito no caso em que M é compacta
e R > diam(M).

Proposicio (P.1.9). Seja T € .Z2(TM). Entao

(VT)TTL Q1.4 (v T)’Ll A T am( 21.. lk) - Z 711'1...1':,4_18 Gl 0 anlr
—_———

1<r,s<k
:vnz(Til 7k)

Demonstracgao: Segue imediatamente da definigdo de VT

Observacao (0.39). Uma consequéncia imediata da proposi¢ao anterior é que em um referencial

geodésico {e;}1<i<, numa vizinhanga U, > p (onde, a fortiori, todos os simbolos de Christoffel se anulam

em p), a representagao em coordenadas de VT é dada por:

removendo a ambiguidade implicita em denotar (V,,7);, s, por Vi, Ti, i ou Vi (T, ).

Observacgao (0.40). Pela observagao anterior, vemos que em um referencial geodésico a norma da

derivada covariante total de um tensor 7' € Z.°(T M) é dada por

VTP = 3 (T’ = > IV(Tha)l

1<i,.yipg A< 1<i1,. i <n

Definicao (D.1.28). Se S é um tensor de tipo (0, ¢), definimos a sequnda derivada covariante total de

S, denotado por V2S, como o tensor de tipo (0, + 2) determinado por

(Vo V)(S9)(X1,Xa,Y1,....Y))

(V2S) (X1, Xo, Y1, ..., Yy)
= (VixS)(Y, ..., Y0

= (Vx, (V) (X, 11, ..., YY)

(Vx, (Vx,9) (Vi Ye) = (Vg x5) (Vi Vo).

Observacao (0.41). A dltima igualdade na definigdo anterior é imediata da definicao de V.S, mas

convém esclarecé-la agora. Temos

(Vx, (V) (X, V1, ..., Yy) = X1 [(VS)(Xo, Vi, .., V) — 3 (VS)(Xo, V1, ..., Vi, Vi, ., YY)

1<i<t
— (V) (Vx, X2, Y1,...,Y))
= X1 [(Vx,S)(V1,....,Y)] = Y. (Vx,S)(V1,...,Vx, Y, ..., Y))

1<i<y
- (VVX1X2S>(}/17 s 71/4)
= (VT8 Y) — (Vo 0,8) (i Vo),
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Observacao (0.42). Analogamente se definem as derivadas covariantes totais de ordem n, denotadas

por V"S = V" para qualquer n € N. Cada derivada covariante total aumenta o tipo covariante do
tensor em 1. Quando n = 1 e consideramos o caso de tensores puramente covariantes, temos uma
aplicagao

Vi M) = T, (M).

Quando n = 2, temos uma aplicacao
V2 TP (M) = T (M),
que para um 2-tensor h, tem a expressao local em coordenadas dada por

VZh = > (VVh)ijke - dz' @ da? @ da* @ da,

1<i,j,k,0<n
onde por defini¢ao
(VVh)ijre = (Vo,Vo,R)ke = [Vo,(Vo, 1) (O, ) — (Vv,,0,11) (O, Or).
Também fica claro pela expressao acima que, em geral,
THATM) > (V*h)(X,Y) = VxVyh # Vx(Vyh),
e portanto, a priori o abuso de notacao
ViVl

nao ¢ inofensivo, pois poderiamos razoavelmente interpreta-lo como as componentes do 2-tensor (V, Vg, h)
ou como as segundas derivadas parciais da fungao real hyy. A solucao desse problema, que torna tal
abuso inofensivo (ou seja, faz com que ambas as interpretagoes coincidam), é o uso de referenciais

geodésicos ao fazer célculos localmente, como vimos na observagao (0.39).

Lema (L.1.10) (Desigualdade de Kato). Seja E um fibrado sobre (M, g) e s € I'(E) uma secio de
E sobre M. Entao

VIl < IV (1.9)

Demonstracgao: Temos

2- VISl sl = IV s =2 1g(Vs, s)l < 2- [IVs]l - 1s]]-

donde segue imediatamente a desigualdade desejada, onde na tultima desigualdade usamos Cauchy-

Schwarz.

Observacao (0.43). Usando a definigao (ID.1.28) e o fato de V ser livre de torgao, vemos que outra

maneira de escrever a expressao (1.2) é

Rm(X,Y)Z = V5, Z — Vi xZ.
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Além disso, fica claro que Rm pode ser estendida para qualquer fibrado E sobre M, ou seja, que podemos

ver Rm como uma aplicacao

Rm : [(TM) x I(TM) x I'(E) — I'(E)
(X,Y,s) = Rm(X,Y)s = Rmyys = Vx5 — V5.

Observagao (0.44). Um caso particular da definigdo (D.1.28) ¢ a seguinte

Definicao (D.1.29). O hessiano de uma funcio real f € €(M) é o (0,2) tensor V2f determinado

por

V2f : T(TM) x T(TM) = €=(M)
(X,Y) = (VX Y) = [V(VHI(X,Y).

Observacao (0.45). Podemos deixar a definigdo anterior ainda mais explicita. Temos

(VENH(XY) = [Vy(VH](X)
= Vy[Vx [l = (V/)(VyX)
=Y(X(f)) = Voyx/f

Além disso, como a conexao V ¢é livre de torc¢ao, obtemos ainda
(VZHOXY) = (V2O X) = = [X. V() = —Vixyf = —([X, Y](f) = [X, Y](f) = 0.
e portanto V2f é simétrico. Por outro lado, usando a compatibilidade de g com V, obtemos também

(V2I(X,Y)=Viyf=VxVyf—Vouf
=Vx[g(Y. V)] = g(VxY,Vf)

E portanto, V*f visto como um tensor de tipo (1,1) é dado por
(VZH(X) =8[(V*)(X,0)] = ViV,

que é obviamente auto-adjunto (por V£ visto como um (0,2) tensor ser simétrico).

Observacgao (0.46). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e f € €°(M). f =V'f e Vf =df

sdo obviamente tensores de tipo (0,0) e (0, 1), respectivamente, que nao dependem da métrica g (embora

como campo vetorial V f dependa da métrica g, é 6bvio que como 1-forma diferencial d f independe da
métrica). A partir de ordem 2, isso ja ndo é mais verdade: por exemplo, se ¢ € €°(M) e definimos

G = e*?g entdo um célculo direto mostra que
V2 =Vf+g(dg,df)g—2dp @ df,
onde ® denota o produto simétrico de 1-formas, definido por

Ty (TM) 3 (w@n)(e,x) = o (w(e)n(x) + n(e)w(x)).

DN | —
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A demonstracao da identidade de Ricci a seguir pode ser encontrada no Apéndice.

Lema (L.1.2.1) (Identidade de Ricci livre de coordenadas). Seja T € .7,°(TM). Entdo:

(Rmy 1) (vq, ..., 0) = — Z T(v1,...,Rmy,(v5),..., ), (1.10)
1<i<k
para quaisquer T,y,vy, ..., v, € T,M, onde p € M € arbitrdrio.

Lema (L.1.2.2) (Identidade de Ricci em coordenadas). Seja T € F.°(TM). Entdo:

(Rmi,jT>m1---mk = [(V??i,aj - v??j,az-)(T)]mL--Wk = [(V’ivj - Vjvi)(T)]vm---mk

_ ¢

- Z R‘mijmtTml~--mt—1€mt+1~--mk' (111)
1<t<k
1<¢<n

Demonstragao: Consequéncia imediata da identidade (1.10) e do exemplo (E.1.4).

Observacao (0.47). Uma identidade andloga vale para tensores de tipos quaisquer (k, ). Nao preci-

saremos da mesma neste trabalho, mas convém observar que ela pode ser obtida usando o isomorfismo
exibido na demonstra¢ao da proposicao (P.1.7) juntamente do coroldrio (C.1.1) e do uso de um

referencial geodésico local.

Definicao (D.1.30). O laplaciano de uma fungao real f € €°°(M") é a fungdo real Af € €<°(M)
dada por

Af = (troV2)(f) div(Vf) = Z g (Ve, Vi e) Z Vezel
W 1<i<n 1<i<n

onde {e;}1<i<n é qualquer referencial ortonormal local.

Observacgao (0.48). Lembrando da (P.1.8), podemos ver o laplaciano como uma média do hessiano

sobre todos os vetores unitarios. Concretamente, temos que

n

ANHP) = F s )

2
L, (D)) avel,

onde dVol, é a forma de volume Riemanniana, vista na proposigao (P.4.11).

Definicao (D.1.31). O laplaciano de uma se¢ao s € I'(F) é a segdo As € I'(E) dada por

As = Z Vel o

1<i<n
onde {e;}1<i<n ¢ qualquer referencial ortonormal local.

Lema (L.1.11) (O Teste da Segunda Derivada). Seja (M", g9) uma variedade Riemanniana e

u: M — R uma fung¢io suave. Se u tem um ponto de minimo local (resp. mdximo) em algum p € M,

entao
(Vu)(p) =0 e (Au)(p) > 0, (resp. (Au)(p) <0). (1.12)
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Demonstragao: Como o problema ¢ de natureza local, podemos passar a coordenadas normais (z*) em

torno de p para fazer os calculos. Pelo teste da segunda derivada usual para funcgoes reais em R" e pela

definicao da derivada parcial induzida por uma carta, segue que

ou .
(Viu), = e (p) =0, V1 <i<n,

e portanto o gradiente de u se anula em p. Novamente pelo pelo teste da segunda derivada em R", as
entradas do hessiano sao todas positivas e dadas por
0*u ou 0*u
ViViu=—~——(p) — I (p)=—(p) = =——=—(p) > 0.
L oxtoxd (p) Z i (P) Oxk (n) oxtoxd (p) =

1<k<n

Como o laplaciano é o trago do hessiano, o resultado segue. Mutatis mutandis, a mesma demonstracao

pode ser feita no caso em que p é ponto de maximo local.

Definicao (D.1.32). O f-laplaciano de uma secao s € I'(E) é a secao Ays € I'(E) dada por

Ays = As — Vyys.

Lema (L.1.12). Sejam f, h € €°°(M). Entao

A(f-h)=f -Ah+h-Af+2-g(Vf, Vh).

Demonstracao: Como todos os operadores envolvidos sao tensoriais, basta provar que a identidade

é satisfeita em torno do centro arbitrariamente fixado p € M de um referencial geodésico. Isto é um

calculo direto.

|
Lema (L.1.13). Sejam u,v € €*(M). Entao
Ap(u-v)=u-App+v-Apu+2-g(Vf, Vh).
Demonstracio: Consequéncia imediata dos lemas (L.1.12) e (L.1.5).
|

1.3 Algebra exterior

Nessa secao relembraremos alguns importantes conceitos de dlgebra exterior, com base na referéncia [33].

Fixemos k € N e denotemos por A* (V) o conjunto de k-formas em V. Considere o produto exterior

Pagina 45 de 151



1.4.0 As identidades de Bianchi e suas consequéncias

A:V x ... x Vi A¥(V), definido por
—_———

k vezes
A(vg, .o vk) =0 AL A g
=b(v1) Ab(v) A AD(ug),
sejam quais forem vy, ..., v € V. Como b (v;) é uma 1-forma para cada 1 <i < k, A estd bem definida.

Além disso, conforme explicitado em [33], tal produto exterior é (a menos de isomorfismos) tnico.

Definicao (D.1.33). Fixado j € N, diremos que uma j-forma diferencial w € A’(V) é uma j-lamina

em V quando existirem vy,...,v; € V tais que
w=v ANva N\ ...\Nvj.

Definicao (D.1.34). Fixado j € N, o espago vetorial gerado por combinagoes lineares de j-laminas em

V serd denotado por V/V.

Definicao (D.1.35). O Grassmaniano Gry (V) é o conjunto de todos os subespagos vetoriais de dimensao
k deV.

Definicao (D.1.36). O fibrado Grassmaniano Gry (M) de uma variedade diferenciavel M é definido

por

Gry (M) = | Gry (T,M)
peEM

Pode-se provar (veja [31]) que o Grassmanniano Gry (M™) é uma variedade diferencidvel de dimenséao
n
n—+ ( k) .

1.4 As identidades de Bianchi e suas consequéncias

O objetivo principal dessa se¢ao é estabelecer (com base na referéncia [48]) a identidade (1.14). Antes,
precisamos lembrar de algumas identidades ja conhecidas. Como visto em geometria Riemanniana (e

também provado em [32]), o tensor curvatura Rm satisfaz as seguintes identidades

Identidade (I.1.1) (Primeira identidade de Bianchi).

Rm(z,y)z + Rm(z,2)y + Rm(y, 2)z = 0, Va,y,z € T,M e Vp € M.

Identidade (I.1.2) (Segunda identidade de Bianchi).

(V. Rm)(z,y)w + (V,Rm)(y, 2)w + (V,Rm)(z, z)w = 0 Vz,y, z,w € T,M e Vp € M.

Estas duas identidades implicam na

Identidade (I.1.3) (Segunda identidade de Bianchi contraida).

2 - div(Ric) = VScal. (1.13)
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Demonstracao: Fixe p € M e v € T, M arbitrariamente, e considere v a unica geodésica tal que

7(0) = p e 7//(0) = v. Estendamos v a um campo V paralelo ao longo de ~, assim como visto na

observacgao (0.3) e tomemos {F;} um referencial geodésico em torno de p. Assim, temos que
(VW)|, = (VE)|, = VE,pE; =0, sejam quais forem 1 <4, j <n.
Equivalentemente,
V.V =V.E; = Vg, E; =0, sejam quais forem x € TyM e 1 <1i,j <n.

Portanto, segue da segunda identidade de Bianchi e do lema (L.1.4) que:

(dScal)(V)(p) = (V(Scal))(p) = V ( > <RiC(E¢)>E¢>)

1<i<n

_ v( 3 <Rm(Ei,Ej>Ej,Ei>)

1<i,j<n

— Y (Vv[Rm(E:, E;)E}], E;)

1<4,5<n
= Y ((VyvRm)(E; E))E;, E;)
1<4,5<n
1<i,5<n 1<i,j<n
=— > (VgRm)(V,E,E;,E;)— > ((VgRm)(E;,V,E;, E;))
1<i,j<n 1<i,5<n
= Y (VgRm)(E;,E;,E;,V)+ > (VgRm)(E;, E;, E;, V)
1<2,5<n 1<i,j<n
=2- > (VgRm)(E;,E;, E;,V)
1<i,j<n
> Vg, (Rm(E;, E;, E;,V))
1<4,5<n
=2 Y Vg, ((Ric(E;),V))
1<j<n
1<j<n
=2 Z ((Vg,Ric)(V), Ej)
1<j<n

=2 (div(Ric))(V)(p).
O resultado desejado segue entao da arbitrariedade de V (p) = v € T,M.

Observacao (0.49). Lembrando da observagao (0.90), vemos que a expressao local da identidade
(1.13) é dada por

2 (div(Ric))e =2 Y (V'Ric)w = V,Scal.

1<b<n
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Um abuso comum na literatura é abandonar o uso de parénteses e usar a convencao da notacgao de

Einstein, de forma que (denotando Scal por R e Ric;; por R;;), a equacdo acima se escreve como
) . 1
V'R;; = VR = §VZR,

onde a primeira igualdade é uma consequéncia imediata da maneira que identificamos Ric como um
tensor de tipo (1,1) e (0,2) simultaneamente. De fato, usando a convengao da notagdo de Einstein,

temos

V,R! = (V,;Ric)(e, e))
= (V,Ric)(¢’%es, €;)
= ¢’*(V,Ric)
= (V°Ric)
= VR,
onde na tltima igualdade fizemos uma renomeagao trivial de indices e usamos a simetria de Ric (que

implica na simetria de todas as suas derivadas covariantes).
Os préximos dois lemas também nos serao bastante tuteis:

Lema (L.1.14).

(divRm)(z,y, z) = (V,Ric)(y, 2) — (V,Ric)(z, 2), Vz,y,2 € T,M e Vp € M.

Demonstragao: Seja { F;}1<i<, um referencial geodésico centrado em torno de p (com E;(p) = e;) e

suponhamos sem perda de generalidade (conforme a observacao (0.3)) que 0 = V, 2z = V,y = V, 2z seja

qual for v € T, M. Temos entao

—(divRm)(z,y,2) = — Y ((Ve,Rm)(z,y, 2),€;)

1<i<n

= 3 [g(V.Rm)(y. e 2). ) + g ((V,Rm) (e, 2. 2). )]

= t;(EVme) (y,e,2)) +tr((V,Rm)(e,z, 2))
—(V,Ric)(y, z) + (V,Ric)(z, 2),

onde na segunda igualdade usamos a segunda identidade de Bianchi e na tltima usamos o fato de V

comutar com o traco.

Lema (L.1.15). Uma variedade de Einstein M" de dimensdo n > 3 (veja a definicdo (D.1.19)) tem A

constante. E no caso em que n = 3, M tem curvatura seccional constante (e portanto curvaturas de

Ricci e escalar constantes também).

Demonstragao: Pela segunda identidade de Bianchi, temos dScal = 2 div(Ric) (onde Scal é a curvatura

escalar de M). No caso em que M ¢ Einstein, vemos entdo que d(Atr(g)) = n - dA = 2div(\g), que em
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coordenadas locais se escreve como

n-dA=2diviAg) =2 Y. ¢"Vi(Agi) dz¥ =2 > ¢Yg; (ViA) da¥ =2 d),

1<i j,k<n 1<i j k<n

Portanto n > 3 = d\ = 0, e pela conexidade de M, A\ é entao constante. Para a segunda parte,

observe que tomando p € M arbitrario e um referencial geodésico {e1, ez, e3} centrado em p, vemos que

> Rm(X,e;,Y,e;) =2\ g(X,Y), VX,Y € ['(TM).

1<i<3

Fazendo X =Y =e; com j € {1,2,3} e avaliando em p obtemos o sistema

1 01 seciy Ricyy

1 10 secos3 | = | Ricos | =2A [ 1],
011 SeC13 Rngg 1
—_———

determinante=2
ou seja, a curvatura seccional é constante e igual a .

Identidade (I.1.4) (Identidade de Bochner). Numa variedade Riemanniana (M",g), vale que:

(div( Ly g)](X) = ; A|X|P = [VX? + Rie(X, X) + X (div X).
E no caso em que X = V f para alguma f € €°°(M), temos
[div(Zxg)|(Z) =2 Ric(Z,X) +2- Z(div X),
ou, equivalentemente e livre de coordenadas (vendo as entidades acima como tensores de tipo (1,1)),
divV?f = Ric(Vf) + VAY. (1.14)

Demonstragao: Faremos os calculos em um referencial geodésico { F;} em torno de um ponto p € M

arbitrariamente fixado. Conforme a defini¢ao (D.4.11) e o exemplo (E.1.9), temos

[div(Zxg)](X) = > g (Ve (Lxg(X), E)

1<i<n

= Z [VEi (gxg)](Ei, X)

1<i<n

= Z [sz [(ng)(EuX)] - (D‘ZXQXEZ‘, VElX)] .

1<i<n
Note que
(Zxg)(Ei, X) = X(g(Ei, X)) — g([X, Ei], X)
=9(E;, VxX) - g(VxE; — Vg, X, X)
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—(Zx9)(Ei, Vi X) = = [X(9(Ei, VE X)) — g([X, ], VEX) — g(E;, [X, Vg X])]
= _[Q(Ei> VXVE1X> + g<vE¢X> VEzX) - g(Eiu VXVEZX) + g(Ei7 VVEiXX)]
= —9(VEX,VEX) — g(E;, Vv, x X).

Logo, segue que

div(ZLxg)(X) = Y |[Valg(Ve X, X) + (B, VxX)] = 9(ViX, Vi X) = g(Ei, Vo, xX))|
1<i<n
= 3 [Vul9(VeX, X)) + Vi lg(E, VxX)] - g(E:, Vv, xX)| — [VX]?
1<i<n
Mas como
1<i<n 1<i<n
- Z g([<vE1X7 VE2X> + <X7 szszX>] Ef? EZ)
1<if<n
— Z g (VEZ[<X7 VEgX>]E£ —l— <X, VEgX> VEiEg, Ez)
1<i0<n —
=0 em p
= Z g (in ( Z (X, VEeX>E€) 7Ei)
1<i<n 1<0<n
1
=5 > 9(VaV(IXI?). E)
1<i<n
1 2
= a(IxpP),
e

> [Velg(B:, Vi X)) = g(Ei, Vo, xX)| = 3 (B, Vi VxX = Vg, xX)

1<i<n 1<i<n
- Z <v%i,XX7 E;)
1<i<n
1<i<n 1<i<n
= > Rm(E, X, X, E)+ Y (VipX E)
1<i<n 1<i<n
= Rie(X, X) + Y. (ViuX.E)
1<i<n
= Ric(X, X) + Z (VxVg, X, E;)
1<i<n

= Ric(X, X) + X ( S (Vi X, Ei>)

1<i<n

= Ric(X, X) + X (div X),
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obtemos )
[div(-Zxg)](X) = 5 - AlIX|PP = [VX]® + Ric(X, X) + X(div X),

como afirmado. Mutatis mutandis, segue da primeira parte da demonstragao que

[div(Zx9)l(2) = > [Ve(Zx9)l (Ei Z)

= Y Ve (Zxg)(Ei, Z)) — (Lx9)(E, Vi Z)]
B _i (VEi (Ve X, Z) +(E;, V2 X)] = (Vg X, VE Z) - <Ei7VVE¢ZX>) :

No caso em que X = Vf (e, a fortiori, a aplicagdo Z — VX é auto-adjunta, como vimos na

observagao (0.45)), temos

> (Ve (VEX,Z)+(E, VX)) =2- Y V5((VzX, E))

1<i<n 1<i<n

=2 Z (Ve VX, E;),

1<i<n

de forma que

dv(Lxg)(2) =2+ ¥ (B Vi V2X - Ve, 2X)

1<i<n
=2 > <V%Ei7ZX — V2Z,EiX, E)+2- > (VQZEZ,X, E;) (1.15)
1<i<n 1<i<n

=2-Ric(Z,X)+2- Z(div(X)) =2 (Ric(2),X) +2- (VAf, Z).
Agora, como ja vimos na observacao (0.36),
Lyrg=2-V°f.
Portanto, a equacao (1.15) se escreve como:
[div(VZf)](e) = (Ric(Vf), 8) + (VAS,e).
Ou, vendo todas as entidades acima como tensores de tipo (1,1) (equivalentemente, endomorfismos),

div(V2f) = # ([div(V2f)](e)) = Ric(Vf) + VA/.
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Capitulo 2

O fluxo de Ricci

O que é o fluxo de Ricci? H4 vérias maneiras, todas (necessariamente) equivalentes de responder essa
pergunta. Nao ha como fugir do rigor e exatidao de uma férmula bem definida, mas por ora vejamos o
quao longe podemos chegar s6 com palavras. As abordagens que apresentamos nas duas segoes a seguir
sao, em grande parte, baseadas nas referéncias [52], [12] e [1].

2.1 Motivacao e exemplos

Como mencionamos na Introdugao, o fluxo de Ricci surgiu na década de 1980 como a ferramenta mais
promissora para a resolucdo da conjectura de Poincaré. O plano de ataque é o seguinte: tomemos M?
uma 3-variedade topoldgica fechada simplesmente conexa. Lembrando que em dimensao n < 3, acontece

o seguinte fendmeno muito notavel:

Lema (L.2.1). Seja M™ uma variedade topoldgica de dimensio n < 3. Entao M™ admite uma unica

estrutura diferencidvel compativel com a sua topologia. Consequentemente,
M" é homeomorfa a N" <= M" é difeomorfa a N

Demonstragao: Consulte [35].

Podemos entdo munir M? de uma estrutura diferenciavel e consequentemente de uma métrica Rieman-
niana, digamos gy € 7;2(TM?) (que, a priori, ndo sabemos absolutamente nada sobre). Supondo que,
milagrosamente, acontecesse que gy fosse uma métrica de Einstein, o problema estaria acabado: em
dimensao < 3, métricas de Einstein tém curvatura seccional constante. Como uma consequéncia trivial
do teorema de Cartan-Hadamard, tal curvatura necessariamente seria positiva, e portanto, teriamos a
certeza (pelo teorema de Killing-Hopf) que M? é isométrica (em particular, homeomorfa) a S*.

O plano de ataque desenvolvido por R. Hamilton tenta encontrar tal métrica milagrosa ao deformar

go- De modo grosseiro, pensaremos na variedade como se fosse feita de metal, cuja temperatura varia
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entre regides distintas, e iremos deformar a métrica de tal forma que fagamos a curvatura “fluir” de areas
mais curvadas para drea menos curvadas, assim como o calor flui de regides mais quentes a mais frias.
Isso equivale a mudar as métricas do espaco de forma que as distancias diminuam mais rapidamente
nas diregdes ao longo das quais a curvatura é maior. O melhor cendrio possivel (que, como veremos,
infelizmente ndo acontece em geral) é que tal processo eventualmente nos fornega uma métrica final
(conceito este que precisa ser formalizado, como feito em [52]) goo que seja de Einstein.

Apesar da plausibilidade e simplicidade iniciais de tal plano, h& varios detalhes que precisam ser
estudados com cuidado. Primeiramente, em dimensao > 3 temperatura é um objeto muito mais simples
que curvatura: enquanto que, informalmente, poderiamos definir a temperatura na variedade como
uma fungao real (que, obviamente, associa a cada ponto sua temperatura), a curvatura, em contraste,
é uma fungao K : Gry(M) — R, que associa um valor a cada diregao planar passando por um ponto.
Conforme veremos na proposigao (P.3.2), em cada ponto de M sdo necessarios seis ntimeros diferentes
para descrever K. Ao buscarmos um analogo da equagao do calor

0

—u = Au,

ot
para a curvatura, precisaremos entao combinar todos os nimeros que descrevem a curvatura em alguma
quantidade geométrica que faca sentido independentemente de qualquer escolha de coordenadas e impor
alguma féormula que descreva a sua mudanca.

H4& essencialmente s6 uma maneira de prosseguir. Como vimos na observacao (0.48), o laplaciano
é, a grosso modo, um operador que faz médias ao longo de pequenas esferas centradas em torno de
um ponto, e, analogamente, o tensor de Ricci é obtido do tensor de curvatura Riemanniano ao fazer
a média de curvaturas em diferentes diregdes. Seja entao {g(t)}ie; uma familia suave de métricas
Riemannianas em M. Assim motivados, fixemos arbitrariamente X,Y € I'(TM) e p € M. Para
cada ty € I arbitrariamente fixado, o objeto geométrico Ricy,) estd bem definido, a correspondéncia
(Z,W) = Ricy,)(Z, W) é um 2-tensor simétrico e Ricy)(p)(X(p),Y (p)) € R. Analogamente, temos

g(to)(p)(X(p),Y(p)) € R. Podemos portanto tomar derivadas: vemos que 8825 (9(t)(X(p),Y(p))) € R,
0

e a correspondéncia (Z, W) — 5 (9(t)(X,Y)) é um tensor simétrico. Em particular, fixando uma

constante ¢ € R, a equacao

0

59(t) = ¢ Ricg

faz sentido. Em vista do seguinte

Lema (L.2.2). Em coordenadas harmdnicas com respeito a g(t), o tensor de Ricci satisfaz

. & & _
c- Rlek = 3 ) A(gjk) ) ’ ij(agag 1>7 (2'1)

onde Qi denota uma soma de termos que contém componentes de g™, e derivadas espaciais de ordem

< 1 dos componentes da métrica g.

Demonstracao: Consulte [50], onde (2.1) foi (equivalentemente) demonstrada no caso ¢ = —2.
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E natural entdo escolher ¢ = —2, de forma que, informalmente, a equacio do fluxo se escreva como
atg = Ag 4+ ... s

cumprindo o nosso objetivo de encontrar um analogo da equagao do calor para a curvatura e justificando

a seguinte

Definicao (D.2.1). Seja (M, gr) uma variedade Riemanniana e T > 0. Diremos que uma familia de

métricas {g:}iepo,r) € uma solugio do fluzo de Ricci em M com condigao inicial ga quando

09 .
= =2 t T);
at Rlcg“ V € (07 )7 (22)

go = gm-

Observagao (0.50). No caso ¢ = 1, é comum encontrar na literatura a equagao (2.1) escrita como

1
Ric;; = —§Ag7;j + termos de ordem < 1.

Porém, é importante ressaltar que em tal situacao a notacao Ag;; pode parecer ambigua, podendo
razoavelmente ser interpretada como o laplaciano da fungao real g;; ou como os componentes do laplaciano
da métrica. Mas como trivialmente Ag = 0, o contexto torna tal abuso inofensivo (em contraste com a

situagao vista na observagao (0.5), onde é feito o uso de um referencial geodésico).

Observacgao (0.51). Apesar do plano de ataque acima ter sido inicialmente elaborado para atacar

a conjectura de Poincaré, Perelman o estendeu de forma a atacar o problema ainda mais geral da
conjectura da geometrizacao de Thurston. Um dos varios obstaculos nesse sentido é a existéncia de
possiveis singularidades ao longo da evolucao do fluxo. Inicialmente, para contornar esse impasse,
Hamilton propos fazer “cortes” (formalmente, decompor a variedade em somas conexas) na variedade e
entao reiniciar o fluxo em cada pedago. Tal processo é comumente chamado de cirurgia.

Idealmente, se espera que somente um ntmero finito de cirurgias tenha de ser realizado e que o fluxo
forneca em cada componente uma métrica modelada por uma das oito geometrias-modelo de Thurston,
de forma que ao “voltarmos no tempo”, fazendo a cirurgia no sentido contrario, estejam provadas tanto a
conjectura da geometrizagao de Thurston quanto a conjectura de Poincaré (no caso em que a variedade
inicial é simplesmente conexa, se espera que cada componente da cirurgia seja uma esfera - como somas

conexas de esferas sdo esferas, provarfamos a conjectura de Poincaré).
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(i)

Figura 2.1: uma singularidade do tipo “pescogo pingado”. Figura extraida de [52].

Figura 2.2: cirurgia. Figura extraida de [52].

Hamilton nao conseguiu mostrar que tal processo nao ficava preso numa situacao do tipo do paradoxo

de Zeno. A priori, poderia acontecer que apds 1 segundo de evolugao do fluxo tivéssemos que realizar

1
tal processo pela primeira vez (gerando 2 componentes), apds mais 3 segundo tivéssemos que realizé-lo

1
pela segunda vez (gerando 4 componenentes), apds mais 1 de segundo, pela terceira vez (gerando 8
componentes), e assim sucessivamente... Perelman mostrou que tal obstaculo podia de fato ser superado,

ou seja, que s6 um numero finito de cirurgias precisa ser realizado.

Observacao (0.52). A ideia de Hamilton para classificar as singularidades foi aplicar mudangas de

escala a fim de diminuir a curvatura.

52

Figura 2.3: estratégia para classificar singularidadeé: usar uma “lupa” perto da singularidade (aplicar
mudangas de escala) com “zoom” cada vez maior, e entao aplicar limites. Figura extraida de [52].
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Os sdlitons de Ricci aparecem como limites do processo que delineamos informalmente na figura
acima (cuja formalizagdo pode ser encontrada em [12] ou [52]). Além disso, uma vez que sélitons
: 5 ~ : £ « »

(que definiremos em breve) sdo, de certa forma, solugoes estaciondrias do fluxo, os mesmos “nascem
como uma grande obstrugao inicial ao plano que esbogamos na observagao (0.51), se tornando assim

importantes objetos de estudo.

A priori, a teoria padrao de EDPs nao pode ser aplicada para garantir a existéncia e unicidade
a curto prazo da equacao acima, pois a mesma nao é fortemente parabélica devido a invariancia por
difeomorfismos do tensor de Ricci. Originalmente, em [26], Hamilton usou um teorema da funcao

inversa em dimensao infinita de Nash-Moser para contornar esse problema, e estabeleceu o seguinte

Teorema (T.2.1). Dada uma métrica Riemanniana gy numa variedade fechada M, existe € > 0 e

uma familia suave de métricas { g }icpo,e tais que
gt
——= = —2-Ric,,, Vt € (0,¢);
8t gt ( ’ )7
go = gm-

Demonstracao: Consulte [52] ou [50].

Mais recentemente, Dennis DeTurck prop6s com sucesso uma abordagem mais simples, que ficou
conhecida como “o truque de DeTurck” na literatura. Também temos unicidade de solugoes, no seguinte

sentido:

Teorema (T.2.2). Suponha que {g:1(t)}icjoq € {92(t) e, sao solugoes do fluxo de Ricci numa

variedade fechada M. Se existe sy € [0,¢] tal que g1(so) = g2(s0), entdo gi(t) = g2(t) seja qual for
te0,¢].

Demonstracao: Consulte [52].

Observacgao (0.53). Note a necessidade do instante sy em que as solugoes coincidem. De fato, o

sucesso em dimensao 2 da estratégia descrita anteriormente (como visto em [25]) mostra que (a priori,
pelo menos em dimensao 2) o fluxo evolui qualquer geometria de curvatura positiva a geometria da
esfera, de curvatura constante, e portanto nao é possivel reverter o fluxo (assim como nao é possivel
reverter a equagao do calor). O instante maximal 7" é comumente chamado de instante singular. Se tal
instante é finito, necessariamente a curvatura se torna arbitrariamente grande perto de 7', como vemos

no seguinte

Teorema (T.2.3) (O tnico obsticulo para existéncia a longo prazo). Se gy é uma métrica su-

ave numa variedade compacta M, o fluxo de Ricci com condi¢ao inicial g(0) = go possui uma unica

solugao {g(t) hier num intervalo mazimal 0 <t < T < oo. Além disso, caso T < oo, entdo:

i (sup [Rango | (0)) = o
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Demonstracao: Consulte [12].

Observacgao (0.54). Combinando os teoremas (T.2.1) e (T.2.2), faz sentido entao falar sobre o

fluxo de Ricci com métrica inicial (ou condigdo inicial) go, num intervalo mazimal [0,T). Nesse caso,
“maximal” significa que ou T' = oo, ou que 7' < 0o mas nao existe nenhum ¢ > 0 e nenhum fluxo de

Ricci suave {g(t) }ieo,r+e) tal que g(t) = g(t) seja qual for ¢t € [0,T).

Observacgao (0.55). Como consequéncia da unicidade de solugdes, vemos que o fluxo de Ricci também

preserva isometrias: id est, se ¢ : (M, gm) — (N, gn) é uma isometria de variedades Riemannianas
(equivalentemente, ¥*(gar) = gm) € {91(t) becpm), 192(t) Fecpm) sdo solucdes do fluxo de Ricci em M e
N (com condigoes iniciais grs € gnr), respectivamente, entao v : (M, g1(t)) — (N, g2(t)) também é uma
isometria.

Para provar tal fato, inicialmente note que a equagao (2.2) é invariante por difeomorfismos. De fato,

se p : M — N é um difeomorfismo atemporal e g(t) é a métrica definida por g(t) = (¢*g2)(t) seja qual

9., (2

= ¢"(—2 - Ric(g2))
= —2- Ric(p*g2)
= —2- Ric(g),

for t € min{T},T>}, vemos que

e portanto g também é uma solugdo do fluxo de Ricci em M (onde na peniltima igualdade usamos a
invaridncia por isometrias locais do tensor de Ricci). Em particular, fazendo ¢ = 1), temos pela unicidade
de solugoes (note que g(0) = ¢; trivialmente) vista no teorema (T.2.2) que g(t) = ¥*(g2(t)) = g1(t) seja

qual for t € min{7T},T>}. Equivalentemente, ¢ permanece uma isometria ao longo do fluxo.

Definicao (D.2.2). Seja (M, gr) uma variedade Riemanniana isometricamente imersa em outra

variedade Riemanniana (N, gy) (via, digamos f : (M, gum) — (N, gx)) e suponha que {g™M () }ies é

uma solucao do fluxo de Ricci em M. Quando existir uma familia de imersdes isométricas

{fi: (M, g™ () = (N, gn) }eer,

diremos que { f; };e; é uma representagiao geométrica do fluxo de Ricci em M com respeito ao ambiente

(N,QN)

Observagao (0.56). E comum, ao fazer exposicoes introdutérias do fluxo de Ricei, apresentar figuras

da evolugao do fluxo sem a formalizacdo da definigao (D.2.2). Uma vez que o fluxo de Ricci é intrinseco
(em particular, a sua defini¢ao nao envolve nenhum espago ambiente nem imersoes), a priori isso nao é um
abuso inofensivo. Em seguida, apresentamos uma tal figura (criada por Cameron Slayden com apari¢ao
original em [34], e com uso autorizado para dissertagoes, conforme [49]), que retrata explicitamente a

“uniformizacao” da curvatura trazida pelo fluxo.
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Figura 2.1: visualizagdo da representagdo geométrica do fluxo de Ricci de uma superficie.
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Exemplo (E.2.1). Suponha que (M, go) é Einstein, de forma que

Ricij(pa O) = Agl](p7 0)7 vp € M7
onde A é uma constante. Fazendo o palpite de que
gij(z,t) = p*(t)gi;(2,0), Vo € M,

e usando o fato de que o tensor de Ricci ¢ invariante por difeomorfismos, vemos que ¢ — Ricy) deve
satisfazer

RiCl‘j(p, t) = RiCij(p, 0) = /\g” (p, O), Vp € M

Nesse caso, a equagao do fluxo de Ricci se escreve entao como:

0
o7 (D950, 0)) = ~2Agy;(. 0),
que nos da a EDO
dp _ _A
a  p’

cuja solucao ¢é dada por
PA(t) =1—2Xt, ¥t e [0,(20)7"]

Em particular, uma esfera encolhe/colapsa a um ponto em tempo finito e sua curvatura “explode” perto
do tempo de singularidade.

Por outro lado, em uma variedade H*/G (onde G é um grupo discreto de isometrias) de curvatura
seccional negativa constante, o fluxo simplesmente expande eternamente a variedade sem nunca “explodir”
ou colapsar.

Caso a métrica inicial seja Ricci-flat (id est, Ric = 0), entao é claro que a métrica permanece
eternamente estacionaria (exemplos concretos incluem R™ com sua métrica usual e o toro plano T" com

a métrica produto).

Exemplo (E.2.2). Se a variedade Riemanniana inicial N' = M /G é um quociente de uma variedade

Riemanniana M por um grupo discreto de isometrias G, a observagao (0.55) garante que tal propriedade
é preservada pelo fluxo. Alguns exemplos concretos incluem superficies fechadas com género > 1 (que
sao quocientes de H?), espacos projetivos (quocientes de S™ por Z,) e variedades Riemannianas de

curvatura seccional ndo-negativa (que sao, pelo teorema de Cartan-Hadamard, quocientes de R").

Exemplo (E.2.3). Se (M x N, gy @ gn) é uma variedade produto, é trivial verificar que sua métrica

permanece uma métrica produto sob o fluxo (ja que Ricpmxn = Rica @ Ricy). Por exemplo, o
fluxo de Ricci na variedade S? x S' com a métrica produto usual encolhe o fator S? a um ponto
enquanto mantém o fator S! fixado, de forma que a variedade colapsa a um circulo. Além disso, é claro
também que se {g(t) }iecp,r) € uma solucao do fluxo de Ricci numa variedade Riemanniana (M, gu),
entao {g(t) ® grn }repo,r) = {g(t) ®dry + -+ dri}te[O’T)
condicao inicial M x R", pois o fluxo permanece estacionario no fator R".

também é uma solugao do fluxo de Ricci com
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Observacao (0.57). Se {g(t) }sco,r) ¢ uma solucao do fluxo de Ricci em M, entdo definindo

t
G =g (a: A) V(1) € M x [0,T),
entao {g(t) }ico,ar) também é uma solugao do fluxo de Ricci em M. De fato,

99
ot

dg
(xat) - a

— —2-Ric(g(A ' - 1)) (x)
= —2 - Ric(g(t)) (),

(z, 71 t)

seja qual for (z,t) € M x [0, \T). Note que a conexao de Levi-Civita, o tensor de Ricci e o tensor de
curvatura de tipo (1,3) sdo invariantes por essa mudanga de escala mas as curvaturas seccionais e a

curvatura escalar sdo transformadas pelo fator A71.

2.2 Solitons

Uma das obstrugoes ao programa inicial de Hamilton de evoluir uma métrica Riemanniana inicial
arbtirdria a uma métrica de curvatura “uniforme” (em dimensao 3, Einstein, e, a fortiori, de curvatura
seccional constante) sdo os sdlitons de Ricci. Geometricamente, essas solugoes evoluem sob o fluxo
apenas por difeomorfismos e mudangas de escala, e sdo, de certa forma, pontos fixos do fluxo (num

sentido a ser formalizado em breve).

Definicao (D.2.3). Seja {g(t) }ter uma solugao do fluxo de Ricci numa variedade Riemanniana (M, go).

Se existir uma familia temporal de difeomorfismos {¢; : M — M}ier (com g = Idy ) e um fator de

escala temporal o € €°°(I) (com o(0) = 1) tal que

g9(t) = a(t) - ¢; (90); (2.3)

diremos que a solucao {g(t)}ier é um séliton de Ricci em M. A tripla ({g(t) }ier, {¢t }ier, ) é chamada

de uma estrutura de soliton de Ricci em M.

Observacao (0.58). Como o tensor de Ricci ¢é invariante por homotetias e difeomorfismos, os sélitons

de Ricci correspondem a pontos fixos da equagao (2.2).

Proposicao (P.2.1). Uma variedade Riemanniana (M, gy = ¢o) admite uma estrutura de sdliton de

Ricci se, e somente se, existe um campo V' € I'(T M) e uma constante A € R tal que

. 1
Ricg,, +§-$V (gm) = X gum- (2.4)

Observacgao (0.59). Dado um campo vetorial temporal X : M x (—e,e) — T'M, sempre existe

uma familia temporal de difeomorfismos - id est, uma aplicacdo ¢ : M x (—¢,e) — M tal que
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vy = (e, t) : M — M é um difeomorfismo seja qual for t € (—¢, ¢) - satisfazendo

0
81f:X’ epo:IdM.

Para uma demonstragao desse fato, pode-se consultar o capitulo 9 de [31]. Explicitamente, a equagao

oy
E_X

significa que
0
= dw(po,to) (at

sejam quais forem py € M ety € (—¢,¢). A familia {9);}1c(—-) é chamada da familia de difeomorfismos

o

> = (Xto o wto)(po)’

t=to
AL

(posto)
€ TW(P()#

gerada pelos campos temporais X;.

Demonstragao: Suponha que a definigdo (1D.2.3) seja satisfeita. Tomando a derivada da expressao

(2.3), vemos que

dgr _do 9(igo)
It T t) - . 2.
5 = q Pilo) tolt) —o (2.5)
/
Avaliando a equacao (2.5) em ¢ = 0 e definindo V' = aﬁit er=—2 é()), obtemos
=0

. 1
RngM + 5 . gv (gM) =)\ am-

Por outro lado, se existem V' € I'(T M) e A € R tais que a equacao (2.4) é satisfeita, podemos considerar
a funcao real definida por
o(t) =1— 2\, (2.6)

para cada t € [0,7), onde T =ocose A < 0e T = (2)\)"! se A > 0. Definindo entdo para cada t € [0,7)

0 campo

MBPHWP)IZEZ),

podemos entao definir ¢ como sendo a familia de difeomorfismos gerada pelos campos temporais Y;,

como na observagao (0.59). Finalmente, definindo g(t) = o(t) - 1; (go), vemos que

0 t / * *
S o ()i (g0) + o (1) 0 (Lriogo)

= ¢ ([=22 + Zv]g0)
= 1y (=2 - Ric(go))

= —2- Ric(¥; (90))

= —2-Ric ((c(t) ™" - g(t))
= —2 - Ric,.
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Observacao (0.60). Na literatura, os casos A > 0, A =0 e A < 0 correspondem a sélitons shrinking,

steady (“encolhedores” e “estaveis/firmes”, respectivamente) e expanding (“expansores”). Tal nomencla-
tura é justificada pelo fator de escala definido na equagao (2.6). Note que no caso shrinking, a solucao

existe somente para ¢ € [0, (2)\)71).

Observagao (0.61). Usando a notacao da proposigao (P.2.1), diremos que um séliton de Ricci é um
soliton de Ricci gradiente se existir f € €°°(M) tal que V = V f. Nesse caso, segue da observacao (0.36)

que a equagao (2.4) se escreve como
Ric + V2f = )g. (2.7)

Exemplo (E.2.4). Qualquer variedade de Einstein admite o campo trivial nulo V=0 € I'(TM) e

portanto satisfaz a equagao (2.4), sendo entdo um exemplo trivial de séliton de Ricci.

Exemplo (E.2.5) (O Charuto de Hamilton). Considere R* munido da métrica Riemanniana gy =

gx(0) definida por
da? + dy?
=—— 'V R?.
go(m,y) 1—|—£L'2+y27 ($ay) €

Definiremos a seguinte familia de difeomorfismos:

Yy R? — R?
(z,y) = (e 2z, e y).

E simples verificar que a familia de métricas {g(t)}s=o definida por

da? + dy?

H= —— 79
10 = ay g

¢ uma solucao do fluxo de Ricci, e além disso satisfaz

9(t) = i (90)-

Portanto, {g(t)};>0 é um séliton de Ricci em R?. Na literatura, esse séliton é chamado do charuto de
Hamilton. Pode-se provar que (excluindo o exemplo trivial do plano R?) ele é o tinico sdliton de Ricci

gradiente steady conformemente plano.

Exemplo (E.2.6) (Séliton de Bryant). Seja gs»-1 a métrica usual na esfera redonda unitéria (n—1)-

dimensional. Procuraremos sélitons de Ricci steady que surgem como produtos warped em (0, 00) x S" 1.

Consideremos entao métricas da forma

g =dr’ + (¢(r))*ggn-1.

Tomando um referencial ortonormal local em S"!, digamos

(o
90" 1<i<n—1 7
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9109
r’ ¢ 0p

vemos que {

lema (L.4.10), vemos que a curvatura radial de um plano passando pelo vetor radial

g 10 0 10o\1o0 0
fraa = (mgsaei) =9 (Rm ((‘97“’gb80"> gzsaei’ar>

1

= ¢2 (Rm(&,agz)&gz 8)
1 ¢2 /!

:_E.E.Cb

__¢
a3

} é um referencial ortonormal local em (0, 00) x4 S" . Pelo item (8) do
1<i<n—1

0
I ¢é dada por

Analogamente, usando o item (9) do lema (L.4.10), vemos que a curvatura seccional de um plano Py,

perpendicular a I é dada por
r

Ksph =K (;891'7 ;693'> = ¢14 - g (Rm(agz, agj)aej’ 891)
_ ;4  ¢% - ggnr ([Whns R0] (Dt D )i ), D)
1 @')?
:?. (1— (¢2> .¢2>
_ 1=
— i
Portanto,
. 6 8 - <b//
Ric <0r>ar> —1<l<zn 1Krad— n—1>g,
e
o 0 : ] o 0
Ric <ag aw) = ((Tl —2) (1 — (¢ )2) — Q9 ) gsn—1 (89” 893>

Concluimos entao que

¢//

Ric(g) = 5

—(n—=1)—

Além disso, como

VA= f(r) - dr® + 69 [ ggn-r,

cdr? 4 ((n=2) (1= (¢)) = ¢¢") gonr.

vemos que a equacdo para os solitons de Ricci steady Ric(g) + V2f = 0 nesse caso é equivalente ao

seguinte sistema de EDOs de segunda ordem:
¢
¢ )
/ot 2 1/
68/ ' = —(n—2) (1= (¢)°) + 0¢";

"=(n-1)
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Estudando detalhadamente esse sistema, pode-se provar a existéncia de um séliton de Ricci gradiente

steady rotacionalmente simétrico e completo, que é tinico a menos de homotetias.

Exemplo (E.2.7) (Séliton Gaussiano). O espago euclidiano R" com a métrica candnica g(t) =

Jean = Idgn é uma solucao estacionaria trivial do fluxo de Ricci, que a primeira vista pode parecer
desinteressante. Mas, na verdade, o fato das métricas usuais de formas espaciais serem invariantes por
mudangas de escalas (mais precisamente, se g é uma métrica de curvatura seccional constante em uma
forma espacial M, cg = (v/c-Idy)*g é isométrica a g seja qual for ¢ > 0) torna tal solucio interessante,
pois faz com que (R", gean) possa ser visto como um séliton de Ricci gradiente nao sé steady mas também

possivelmente expanding ou shrinking. De fato, considerando qualquer constante A € R e definindo

f(z) = 5 |z]|* V2 € R, vemos que a equacdo (2.7) é trivialmente satisfeita. Esse exemplo mostra
que é possivel que uma solucao do fluxo de Ricci seja um séliton de Ricci gradiente que é ou shrinking,

steady ou expanding, a depender de como se escolhe a funcao potencial f.

Exemplo (E.2.8). Considere o produto R™ x §" com a métrica produto usual g = ggm @ gsn. E simples

A
verificar que a equagao (2.7) é satisfeita ao tomar A\=n—1e f(z,0) = ol |z||? V(z,0) € R™ x S™.
Os lemas a seguir nos serao muito uteis mais adiante.

Lema (L.2.3). Considere o quadrado do operador curvatura Rm : A*(M™) — A*(M) (definido no
Capitulo 3), dado por

Rm°®* = Rm o Rm : A>(M) = A*(M).

Entéo em qualquer referencial ortonormal {F;};<;<, local (que em um ponto u arbitrariamente fixado

denotaremos por e;), vale que

- Z g (Rm(w7 Z)eia Rm(x, y)ez) =-2- Rmoz(l‘a Y, =z, U})

1<i<n

Demonstracao: Primeiramente, note que a igualdade

— Y g(Rm(w, z)e;, Rm(z,y)e;) = —2 - Rm®(z,y, 2, w) (2.8)

1<i<n

é satisfeita se, e somente se,

o 1
Rmpgrs = 5 Z Rmijmpqij. (29)

1<ij<n

De fato, a igualdade (2.8) ¢ satisfeita se, e somente se,

. 1
Rmpzrs = 5 1<Z< <Rm(Ep7 Eq)Ei7 Rm<E87 ET)E1>
e
=- Y Rwm(E,, E,, E;,Rm(E,, E,)E;)
2 1<i<n
1
D) > RmgRmpg;.
1<i,j<n
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Por outro lado, como o operador Rm ¢é auto-adjunto, segue (pela construcao da identificacdo entre

tensores de tipo curvatura e endomorfismos de A%(M) vista no Capitulo 3) que

Rmpqrs = (Rm°*(e? Ae?),e* Ae") = (Rm(e” Ae?), Rm(e’ Ae")).
Além disso, de
1
(Rm(e” A e?)) =5 Z (e” A e?) e Rmjje,
<n
1
=5 Z ke - Ry = Rmyjgp,

temos que
1 i .
Rm(ep A\ eq) = 5 . Z Rmijqpe VAN eJ,

1<i,j<n

e analogamente

Logo,

Z Rmpqzy Rmsrké 5

1<i,j,k,l<n

Z Rmpql] R’mST"L] Y

1<k t<n

e portanto a igualdade (2.9) estd verificada.

No lema a seguir, demonstraremos algumas importantes propriedades satisfeitas por sélitons de

Ricci gradiente shrinking (conforme [24]). Usaremos tais propriedades de maneira essencial no préximo

capitulo.

Lema (L.2.4). Seja (M", g, f) um sdliton de Ricci gradiente shrinking. Entdo temos:

(a) Scal + Af = g;

(b) VScal = 2 - Ric(Vf);

(c) AfScal = Scal —2- I Ricl|%;
(d) Scal + ||Vf|* =

(e) AfRm = Rm + Rm * Rm.

Além disso, em um referencial geodésico vale que:
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(f) (AfRiC)ij = Af(RiCij) = RiCij -2 Z RmikijicM;

1<k,¢<n

(2)

> (VERm)re = D, Ve(Rmyjre) = (V;Ric)y — (ViRic)j, = V;(Ricy) — Vi(Ricjp)

1<t<n 1<e<n

= > Rmyuefe

1<¢<n

Demonstragao: Por hipdtese (supondo sem perda de generalidade 2\ = 1), vale que

1
Ric + V2f = 59
Tomando o g-traco dos dois lados da equagao acima, obtemos

Scal + Af == -n=—,

DO | =
|3

e portanto (a) estd provada. Segue também que

1
VScal + VAf = 0, e div(Ric) + div(V2f) = 5 tr(Vg) = 0.

Por outro lado, temos pelas identidades (1.13) e (1.14) que:
VScal = 2 - div(Ric) e div(V?f) = Ric(Vf) + VAF.
Assim, segue que:

VScal = 2 - div(Ric)
= —2-div(V?f)
=—2-Ric(Vf) -2 -VAS
= —2-Ric(Vf) +2- VScal,

de forma que
VScal = 2 - Ric(Vf),

(2.10)

e portanto (b) estd provada. Daqui em diante, faremos todos os cdlculos usando um referencial geodésico

{e;}1<i<n em torno de um ponto p € M arbitrariamente fixado (conforme visto no lema (L.1.1)).

Temos:

g(V(Scal + [V f]*),e:) = g | 2- Ric(Vf) +2-g(V*f, V [), e
—_———

=(V2))(V])
= 2. [Ric(Vf,e) + (V) (V] e)]

= g(vf7 ei)'
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Como i e p sdo arbitrarios, segue que
V(Scal + [V f]2 = f) =0,

e portanto a funcdo real Scal + |V f||* — f é constante. Sem perda de generalidade (substituindo,
caso necessario, f por f = f 4 ¢ para alguma constante ¢ apropriada, cuja existéncia acaba de ser
demonstrada), temos entdao que

Scal + [V f[* = f,

de forma que (d) estd demonstrada. Em um referencial geodésico, é claro que as duas primeiras
igualdades em (f) e (g) sdo satisfeitas, como ja vimos na observacao (0.39). Demonstraremos agora de

duas maneiras diferentes a ultima igualdade de (g). Novamente da equagao (2.10), temos que

. 1
Ricjr + (V2 f)je = 9k

) 1
Ric;, + (VQf)ik = igika

donde segue que:
(V;Ric), + (VBf)ijk = (V,Ric) + (v3f)jik =0,
e portanto

(V]Rlc)lk - (leIC)Jk = (ng)zﬂc - (v3f>ﬂk
:<aloajoak—ajoazoak‘)vf>
= Y Rmy’fa

1<a<n

= Z gae Rmgjre fa

~~
1<l,a<n _gat

= > Rmyucfe

1<t<n

Por outro lado, dados z,y, z € T, M temos por defini¢do que

(V.Ric)(y, z) = V,(Ric(y, 2)) — Ric(V,y, 2) — Ric(y, Vi2)
= V. (59,2 = (720)0:2)) = (39(7a0.2) = (V. 2))

2
_ (;g(y, V.z) = (V2 )y, Vx2)>

(V2N (Vay, 2) + (V2 )y, Vez) = Va(9(V, V [, 2))
g (szyvfa Z) + g (Vyvfa sz) —4g (vxvyvfa Z) — g (vyvfa v:cz)
g (vvxyvf - vwvyvf’ Z) )
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e portanto

(V2Ric)(y, 2) — (VyRic)(x, 2) = g (Vo Vf = Vo,uVf+ V,V.Vf = V.V, V/ 2)
= g (VaVyVf = V,VaVf + Vo v,y VF 2) (2.11)
= —g(Rm(z,y)Vf, z) = Rm(z,y, 2, V[),

que é uma versao livre de coordenadas da tltima igualdade em (g). Note que na ultima igualdade

usamos o fato de V ser livre de torcao e portanto satisfazer
va - vy‘r = [:U,y].
Finalmente, agora usando o lema (L.1.14), temos

(V. Ric)(y, 2) — (V,Ric)(x, z) = (divRm)(z,y, 2) = Z (Ve, Rm)(z,y, 2, e), (2.12)

1<t<n

e portanto (g) estd demonstrada. Agora, por definigdo (conforme (1D.1.32)), temos que:

(ARm)(z,y, z,w) = Z (Vii’eiRm)(x,y,z,w).

1<i<n

Mas note que por defini¢gdo (conforme (DD.1.26)), temos

(Ve .Rm)(e; y, z,w) = [Ve,(Vo.Rm)](ei, y, 2,w) — (Vy, .Rm)(e;,y, 2, w)

=0, pois Vei =0

e [(VoRm)(e;, y, 2, w)]

(3

\Y z
VG«L [(VyRm> (eia 33', Z? U}) + (Vesz) (‘1.7 y7 Z, U))] )

onde usamos repetidamente que {e;}1<;<, é um referencial geodésico e na tltima igualdade usamos a

segunda identidade de Bianchi. Temos entao que:
(Vzi,me)(ei,y,z,w) — (V;yRm)(ei,x, zZ,w) = (VgheiRm)(z’,y, zZ,w).
Assim, vemos que:

(ARI’H) (ZL’, Y, =, w) = [(vgl,me) (ei7 Y,z w) - (vii,yR‘m) (ei7 T, 2z, w)}

1<i<n

[(ViyeiRm)(ei, Y, z,w) + (Rme, ,Rm)(e;, v, 2, w)}

H
0
IN
3

- {(V;eiRm)(ei,LE, z,w) — (Rme, ,Rm)(e;, x, z,w)} :

1<i<n

IN
IA

Mas novamente usando o fato de estarmos trabalhando em um referencial geodésico, vemos que:

Z (VieiRm)(ei,y,z,w) =V, ( Z (VeiRm)(ei,y,z,w))

1<i<n 1<i<n
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= VCIZ(Rm(Vf7 y7 Z’ w))’
onde usamos as equagoes (2.11) e (2.12) na tultima igualdade. De maneira inteiramente anédloga, temos

> (V2 Rm)(e;,z,2,w) =V, (Rm(Vf z,z,w0)).

1<i<n
Portanto:

(ARm)(z,y, z,w) = V,(Rm(Vf,y,z,w)) = V, Rm(Vf, z, z,w))
+ Z [(Rme, ,Rm)(e;, vy, 2, w) — (Rms, ,Rm)(e;, z, 2, w)]

1<i<n
= (V,Rm)(Vf,y,z,w) + Rm(V,Vf,y,z,w) — (V,Rm)(Vf,z,z,w) — Rm(V,Vf z, 2z w)
+ > [(Rme, ,Rm)(e;, y, 2, w) — (Rme, ,Rm)(e;, z, z, w)] .

1<i<n

Agora, da segunda identidade de Bianchi, temos
(VesRm)(z,y, z,w) = (V,Rm)(Vf,y,z,w) — (V,Rm)(Vf, z, 2z,w).
Note também que:

Rm(V,Vf,y,z,w) =g (Rm(V, Vf y)z w)
(Rm )Y, 2), )

(R ( x — Ric(z ),y,z),w)

Rm(z,y, z,w) — Rm(Ric(z),y, z,w).

[\DM—tQ

Dai obtemos:

1
(ARm)(x,y, Z,UJ) = (VVme)(x,y, Zaw) + 5 (Rm(x,y,z,w) - Rm(vaa Zaw))

— Rm(Ric(x),y, z,w) + Rm(Ric(y), x, z, w)
+ Z [(Rmeiw’va) (ei7 Y, 2, w) - (Rmei,yRm) (ei7 Zz,z, w)] )

1<i<n

donde segue que

(AfRm)(x,y, 2z, w) = Rm(z,y, z,w) — Rm(Ric(x), y, z,w) + Rm(Ric(y), z, 2z, w)
+ > [(Rme,,Rm)(e;,y, z,w) — (Rme, ,Rm)(e;, z, 2, w)] .

1<i<n

Agora, conforme visto em (1.10), temos

(Rmei,ZR‘m) (ei7 Y, z, U)) - _R’m(Rm(eZ7 x)eh Y, =z, w) - Rm(ei7 Rm<ei7 .Z‘)y, Z, U))
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- Rm(eia Y, Rm(eia LL')Z, w) - Rm(ei7 Y, =z, Rm(eia ZL‘)'(U),

e como
—Rm(e;,y, z, Rm(e;, x)w) = —g (Rm(e;, y)z, Rm(e;, z)w)
= _R’m(ei7 T, w, Rm(ei7 y)Z)
= Rm(e;, z, Rm(e;, y)z, w),
segue que

(Rme, ,Rm)(e;, y, 2z, w) = Rm(e;, x, Rm(e;, y)z, w) — Rm(Rm(e;, z)e;, v, 2, w)
- Rm(eia Rm(ei> $)y7 2, w) - Rm(ei7 Y, Rm(ei7 I’)Z, 'LU)

Agora, lembrando que
>~ Rm(v, e;)e; = Ric(v) Vv € T,M,

e denotando

1<i<n

temos entao que

A(.I, Y, z, U)) = [Rm(ei7 X, Rm(ei7 y)Z7 w) - Rm(eiu Y, Rm(ei7 .T)Z, U})]

1<i<n

+ [R‘m(Rm(eh y)ei7 T, z, U}) - R’m(Rm<e’LJ x)ei7 Y, z, 'U))]
1<i<n

+ [Rm(e;, Rm(e;, y)x, z,w) — Rm(e;, Rm(e;, 2)y, z, w)]
1<i<n

+ [Rm(eia xZ, Rm(ei7 y)zﬁ w) - R‘m(ei7 Y, Rm(eia ZL')Z, w)]
1<i<n

= Rm(Ric(z),y, z, w) — Rm(Ric(y), z, z,w) + > Rm(e;, Rm(z,y)e;, 2, w)

1<i<n
+2 [Rm(y, e;, Rm(e;, z)z,w) — Rm(x, e;, Rm(e;, y)z, w)].
1<i<n

Agora, note que

Z Rm(ei7 Rm(l‘, y)eia <, ’U)) = Z R,II’I(Z, w, €, Rm(x’ y>el)
1<i<n lsisn
= — 3 Rm(w, z,e;, Rm(z, y)e;)
1<i<n (2.13)
=~ Y g(Rm(w,2)e;, Rm(z, y)e;)

1<i<n

=—-2. ng(:v,y, z,w),
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onde na ultima igualdade usamos o lema (L.2.3). Além disso,

2 Y [Rm(y,e;, Rm(e;, 7)2,w) — Rm(z, e;, Rm(e;, y)z, w)] = —2 - Rm* (2,9, z,w). (2.14)

1<i<n

Da arbitrariedade de x,y, z,w e de p € M, segue que
AfRm = Rm — 2 - (Rm? + Rm*), (2.15)
e portanto (e) esta provada. Outra maneira de escrever (g) é:

(VjRiC)ik — (ViRiC)jk = Z Rmijksvsf.

1<s<n

Assim, temos que:

(ARic)y = Y. V/(V,Ricy) = Y WV (ViRicijr > RmiijVSf)
1<j<n 1<j<n 1<s<n
= Y |[VViRicj + (V/(Rmyes)) - VO + Ry - VIV
1<i,s<n

(2.16)
Por outro lado, usando agora a notagao introduzida na observacao (0.33), segue da identidade de Ricci

(conforme (1.11)) que

Z {VjViRicjk — viijiCjk} = — Z [ngRmigijika + gjeRkamRiij}
1<j<n 1<j,6,;m<n
= Z {gﬂgmt(Rmzz’thika + RmeiktRiCmt)]
1<j,mt<n
= Z [ijithiCZ + ijiktRicﬂ = Z [ijisticZ + ijiksRicﬂ )
1<5,t<n 1<j4,s<n

Agora, pela segunda identidade de Bianchi, temos também:

ViRmygi; + VRmyy; + Ve Rmg; = 0;
= ViRmy; — V,Rmy;; = VRmyjps;
- Z {kamjsij — VSijkij} = Z ijmiij.

1<j<n 1<j<n

A equagdo (2.16) se escreve entao como:

(ARic)y = Y. [ViV'Ricj + R’y Ric; + (ViR ) - Vf — (V.Rm' ;) - V* f + Rmyjee - VIV £
1<j5,s<n
— Z {ViVjRicjk + Ric;sRicy, + ijiksRicj — (ViRicy) - V2 f + Rmyjgs - Vjvsf] .
1<j,s<n

(2.17)
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Pela segunda identidade de Bianchi contraida vista no capitulo anterior (conforme a observacao (0.49)),

temos que
C . 1
(div Ric); = V7Ric;; = iviScal;
, 1
— ViVJRiCjk = §vlkaCal

E pela equagao que define um séliton de Ricci gradiente, temos

. - 1 )
> Rmp,VVVef= [RmijksgﬂgSt (zget — RlCzt)]

1<j,s<n 1<4,5,6,t<n
= > Rmys ( ey — Ri#) > Rmyjs ( 78— RicJS>
1<4,5,6,t<n 1<j,5<n
= Z l:RiCik - RmijksRist] .
1<j,s<n

Note também que:

(VyRic)ix = Vys(Ricy,) = Z Vv e Ricie = (V°f) - VRic.

1<s<n

Assim, a equacao (2.17) se escreve como

1 .
(ARic);x, = (VyRic) + V ;ViScal + Rlczk + Z Ric;sRicy, + Rm? g Ric; —(ViRicy) - V*f
1<4,s<n —_—
= me,]ks Ric*®

Z RmijksRist.
1<j,s<n

(2.18)

Pela representacao em coordenadas de (b), vemos também que

1
V,;Scal = 2 Z Ric;; V/ f = 0= —Vk (ViScal— Z 2Ricisvsf>

1<5<n 1<s<n

1
— SViViSeal = Y (ViRic) - V*f = 3 Ricii- V'Vif.

1<s<n 1<s<n

Logo:

1
5 ViViScal = 3 (ViRici) - VIf = 37 Ricisg* Vo Vi f

1<s<n 1<s,0<n
1

= Y Ricig™ (9& - RiCﬁk)

1<s4<n 2
. 1 s

= Y Ric, (25k — Rle>
1<s<n
1

= iRIClk — Z RICZSR,ICZ

1<s<n
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Portanto, a equacao (2.18) se escreve como:

1 .
(ARiC)Z‘k = (vaRiC)ik + iR’iCz’k — Z [2RmijksRicjs + RiCisRiCZ + Ric,, - stkf}
1<j,s<n
1 - 1
= (VysRic)ix + jRicy — 37 |2Rm; . Ric’® + Ric;Ricy — Ric;Ricy| + S Rici
1<j,s<n
= (vaRiC)ik + Ric;, — 2 Z RmijksRicjs.

1<j,s<n

Equivalentemente,
(AfRiC)ij = Af(RiCij) = RiCij -2 Z RmikijiCM,

1<k l<n

e portanto (f) estd demonstrada. Finalmente, tomando o trago na equagdo acima, obtemos

Z gij(AfRiC>ij = Z Af(QiniCij) = AfScal = Z giniCij — 2 Z ginmikijickg

1<ij<n 1<ij<n 1<i,j<n 1<i g,k 0<n
= Scal — 2 Z (Ricg)?
1<k, i<n
= Scal — 2 ||Ric]||?,

de forma que (c) estd demonstrada.
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Capitulo 3

Estimativas de curvatura

Neste capitulo apresentaremos as demonstracoes dos Teoremas (T.3.1) e (T.3.2) (de autoria de
Huai-Dong Cao, Ernani Ribeiro Jr e Detang Zhou, expostas originalmente em [6]). O primeiro Teorema,
o (T.3.1) nos fornece uma espécie de classificacdo (em dimensao 4) dos sélitons de Ricci gradiente
completos e shrinking que satisfazem estimativas de curvatura apropriadas, enquanto que o segundo
Teorema, (T.3.2), nos d4 algumas estimativas de curvatura para Ric e Rm sob a hipétese de um certo
controle sobre Scal.

A primeira vista, as subsecdes a seguir podem parecer um pouco “dridas” e deslocadas do trabalho.
Porém, elas desempenham um papel crucial em estabelecer os itens delineados a seguir, que por sua vez

sdo importantissimos as demonstrac¢oes dos Teoremas (T.3.1) e (T.3.2):

« a decomposi¢ao do tensor curvatura Riemanniano em suas componentes correspondentes ao tensor
de Weyl e ao tensor de Einstein, e a sua importante particularizacao em dimensao 4, que estéa

intimamente ligada com a decomposicao mencionada no item a seguir;

e a decomposicao do fibrado de 2-formas de uma variedade quadridimensional em autofibrados

invariantes pelo operador estrela de Hodge.

3.1 Prélogo

Existem varios motivos que fazem quatro dimensdes um caso muito especial. Um deles, conforme

veremos em breve, estd ligado a importantissima igualdade
2+2=4.

De fato, tal igualdade nos permite uma decomposicao do fibrado de 2-formas de uma variedade
diferenciavel em suas componentes duais e anti-auto-duais (por exemplo, a 2-forma de curvatura de
uma variedade Riemanniana, que toma valores em um certo fibrado, admite tal decomposi¢ao). Antes,

iremos estabelecer algumas decomposicoes importantes, que valem em qualquer dimensao.
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3.1 Algumas decomposicoes importantes

O objetivo principal dessa se¢ao é estabelecer (com base nas exposigoes em [13], [54] e [3]) as
decomposicoes do tensor curvatura em dimensao qualquer e do fibrado de 2-formas em dimensao 4.
Veremos que tais decomposicoes tém um papel crucial nas demonstracoes de todos os nossos resultados.

Precisaremos de algumas defini¢coes e lemas antes.

Definiciao (D.3.1). Um tensor de tipo curvatura em um espaco vetorial real V é um tensor R € .7,°(V)

satisfazendo as simetrias:
(a) R(z,y,z,w) =—R(y,z,z,w) = —R(z,y,w, 2);
(b) R(z,y,z,:)+ R(y,z,z,-) + R(z,z,y,-) = 0.

sejam quais forem x,y, z,w € V. Denotaremos o espaco vetorial de todos os tensores de tipo curvatura
em V por Z(V).

Observacao (0.62). Assumiremos daqui em diante que V estd munido de um produto interno, deno-

tado por g ou (-, -). Nesse contexto, definimos a norma || - || : V. — R por

o]l = \/g(v,0), Yv e V.

Definicao (D.3.2). Dado R € Z(V), definimos a R-curvatura seccional de um plano bi-dimensional

o = span(u,v) C V como
KR(O') _ R(U,U,U,U)

lulPlolR = (u,0)*

Note que a independéncia linear de u e v for¢a o denominador da expressao acima a ser nao-nulo. Além

disso, é simples checar que se z,y € V sio tais que span(x,y) = o, entdo K*(x,y) = K¥(u,v), de forma
que K®(o) estd bem definida.

Observacao (0.63). Em uma variedade Riemanniana (M", g), definimos o fibrado de tensores de tipo

curvatura em M"™ como

R(TM)= | ) 2(T,M).

peEM

Observacio (0.64). E comum denominar (b) como a “primeira identidade de Bianchi” (conhecida

da geometria Riemanniana). Juntas, (a) e (b) implicam ainda a seguinte simetria por pares:
(c¢) R(z,y,z,w) = R(z,w,z,y) Vo,y,z,w € V.
De fato, dados quaisquer z,y, z, w € V, temos

2 R(x,y, z,w) @ R(z,y,z,w) + R(y, z,w, 2)

o) —R(y,z,z,w) — R(z,z,y,w) — R(z,w,y,z) — R(w,y,x, z)

@ —R(z,y, w,x) = R(x, z,w,y) — R(w, z,2,y) — R(y,w, 2, )

©) R(w, z,y,x) + R(z,w, z,y)

@, R(z,w,x,y).
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Considere agora o 4-tensor g @ g, definido por

(g @ g)(:l:,y,z,w) = g(y,Z)g(x,w) - g(:U,Z)g(y,w) Vz,w e V.

Esse é 0 nosso primeiro exemplo de um tensor de tipo curvatura: g @® g € Z(V). A simetria (a) da
defini¢do (DD.3.1) é imediata, enquanto que (b) da mesma defini¢io segue de um calculo direto, com os
seis termos iniciais se cancelando em pares. Chamaremos g ® g da curvatura fundamental de (V,g). A
fim de extrair ainda mais exemplos dessa ideia, veremos g ) g como uma forma quadratica na variavel
g e usaremos polariza¢ao novamente. Lembramos que se () ¢ uma forma quadrética, podemos recuperar

a forma bilinear associada B pela relacao

Qr +y) — Q) — Qy)
5 :

B(z,y) =
de forma que Q(x) = B(x,x). Sejam entdo T, S € .Z,’(V). Temos entdo:

(T+9DO(T+9)) (x,y,z,w) = (T O T)(x,y,z,w) = (SO S)(x,y, 2,w) = (T + 5)(y,2) - (T'+ 5)(z,w)
—(T+ S)(x,2) - (T+ S)(y,w) —T(y,2) - T(x,w) +T(x,2) - T(y,w) — S(y, z) - S(z,w)
+ S(z,2) - Sy, w)
=T(y,z)  S(z,w)+ Sy, z) - T(x,w) — T(z,2) - S(y,w) — S(z,2) - T(y, w).

Isso motiva a

Definicio (D.3.3). Sejam T,S € 2 (V). O produto de Kulkarni-Nomizu de T e S é o tensor
TQ® S e .72(V) definido por

2:(TPS)(z,y,z,w) =T(y,2)S(x,w)=T(x,2)S(y,w)+S(y, 2)T (x,w)—S(x, 2)T (y,w), Vo,y,z,w € V.

Temos entdo uma aplicacio simétrica @ : 75 (V) x .72 (V) — F2(V).

Observagao (0.65). o Note que o fator 2 no lado esquerdo apareceu como uma consequéncia

natural do processo de polarizagao.

« Fixando uma base {e;}1<i<, de V, temos a expressao em coordenadas:
2-(TD S)ijre = TinSie — TieSje + SiiTie — SinTje.

E facil ver que o produto T ® S nem sempre satisfaz a simetria (a) da definicio (1D.3.1), mas
satisfaz a simetria (c). Iremos agora investigar quais condigoes em 7" e S garantem que T () S seja
um tensor de tipo curvatura. Primeiramente, note que, por for¢a bruta, vemos que (o dobro do) lado
esquerdo da identidade de Bianchi para (T S)(z, vy, z, w) é na verdade igual & soma dos seguintes seis

termos:

+ (T(z,y) — T(y,x))S(z,w) + (mais trés termos, agora fazendo a troca T <= 5),
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que se anulam quando ambos T e S sao tensores simétricos. Estd provada entao a:

Proposicdo (P.3.1). Sejam T, S € Z,"(V). Se T e S sdo ambos simétricos, entdo o tensor T® S € Z(V)
é de tipo curvatura.

Observacao (0.66). ¢ Denotaremos por S(V) o espago de todos os tensores simétricos de tipo

(0,2) em V, e por S? (V) o espaco de formas bilineares e simétricas em V.

o Focar em tais simetrias nos permite dar outra interpretacao do produto de Kulkarni-Nomizu. Se
R € %Z(V), a simetria (a) nos diz que R induz uma aplicacdo R’ : V** x V*? — R, caracterizada

pela sua acao em pares de 2-laminas como
R'(x ANy,z ANw) = R(x,y,w, 2).

Uma vez fixado um produto interno em V2, fica entao determinado um endomorfismo auto-adjunto
R € End(V"?), caracterizado por

R(z ANy) =4(R'(z Ny,e)).

Agora, a simetria (c) induz ainda mais uma aplicacio R” : V** ® V** — R (onde aqui ® denota
o produto simétrico) caracterizada por R"((z Ay) ® (z Aw)) = R(x,y, z,w). Por outro lado, se
munirmos V de um produto interno g, temos um produto interno induzido em V*? (denotado

também por g), que age em 2-laminas via

g(x,z) g(z,w)

glx Ny, z ANw) = det (g(y, ) aly.w)

) = g(x, 2)g(y, w) — g(x,w)g(y, 2).

Esse produto interno induzido é exatamente —(g @ g)”. Segue que g @® g = —Id. Portanto, ) é

em certo sentido a aplicagdo identidade (a menos de sinal, dependendo das convengoes adotadas).

Com essa “mini-fabrica” de exemplos que (® nos fornece em mente, vamos seguir em frente e

estabelecer algumas propriedades algébricas de tensores de tipo curvatura.

Proposicao (P.3.2). Se dim(V) = n, entdo 12 - dim(Z(V)) = n*(n* — 1).

Demonstracao: Seja R € Z(V). Uma vez que

Rijre = Ry,

entao denotando p = (i,7),q = (k,¢), podemos ver R como uma matriz simétrica (Rpq)1<pq<n onde 0s

indices p, ¢ percorrem uma matriz anti-simétrica, tendo em vista que

Rjie = — Rije;
Rijor = —Rijie-

Pagina 77 de 151



3.1.1 Algumas decomposicoes importantes

. . 2 ) e
Como a dimensao do subespaco (de R™ ) das matrizes antisimétricas n x n (em outras palavras, o

nimero de componentes independentes de uma matriz anti-simétrica n x n) é

n(n —1)
Y

e o subespaco das matrizes simétricas n x n tem dimensao

n(n+1)
2 Y

segue que (R,q)1<pg<n Vista como uma matriz simétrica tem

m(m + 1)

2

n(n—l).

componentes independentes, onde m = 5

Portanto, sem levar em conta a simetria da identidade de Bianchi, temos
n(n—1) (n(nfl)

7 ) +1)_7”&4—2713—1-3n2—2n
2 B 8

. . , (N .
componentes independentes a serem consideradas. No caso geral, como ha ( 4> maneiras de escolher 4
indices distintos e a identidade de Bianchi elimina um destes, o nimero de componentes independentes

¢é dado por

n* —2n3 + 3n? — 2n n! ~ n*(n®—1)
8 (n—4)!-24 12
|

Observacao (0.67). Temos entdo que em dimensao 1 vale Z(V) = {0} (isso é 6bvio também das

anti-simetrias que um tensor de tipo curvatura deve satisfazer, que em dimensao 1 o obrigam a se anular).
Em outras palavras, ndo é possivel distinguir duas curvas por propriedades puramente geométricas (todas
sao localmente isométricas a R). Em dimensao 2 temos dim(Z(V)) = 1, de forma que Z(V) = R(g® g),
o que implica que Rm = Kg (® g para alguma constante K € R. Tomando uma base ortonormal de V,
digamos {ey, eo}, vemos que K = Rm(eq, s, €1, €3), que é a curvatura seccional do plano gerado por e;
e ey, ou seja a curvatura Gaussiana em p (uma vez fixada uma superficie .S, um ponto p € S e fazendo
V =1T,5).

Nosso objetivo agora serda decompor (em qualquer dimensao) o espago de tensores de tipo curvatura
como algo da forma
Z(V)=R(g® g) & (alguns fatores extras).

A fim de descrever tais fatores extras, precisaremos relembrar a nocao de contracao, e nos focar em
particular na contracao conhecida como a contracao de Ricci, a ser definida em breve.

Podemos analisar quais sdo todas as contragoes possiveis de um tensor de tipo curvatura R € Z (V).
Uma vez que R é anti-simétrico tanto no primeiro quanto no ultimo par, segue que try o(R) = trs4(R) = 0.
Além disso, aplicando a simetria (a) da definicdo (ID.3.1) vemos que try4(R) = try 3(R). Finalmente,
temos também tro3(R) = —tr; 3(R) = tr14(R). Em outras palavras, tr; 4(R) é (a menos de sinal) a

Unica contragao nao trivial de R.
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Definigio (D.3.4). Seja R € Z(V). A contragio de Ricci de R é o tensor Ricy(R) € 7, (V) dado por
Ricy(R) = tri4(R). A curvatura escalar de R é o nimero SC(R) = try o(Ricy(R)).

Observacao (0.68). « Seja M uma variedade Riemanniana. Estendendo Ricy a todo Z(T M) de

maneira 6bvia, é claro que Ricy(Rm) = Ric e SC(Rm) = Scal, que sdo os tensores de Ricci e a

curvatura escalar, respectivamente.

o Uma vez que R(z,z,y,w) = R(z, z,w,y) = R(w,y,x, z), a simetria de g nos permite tomar o traco
com respeito ao par (z,w) e obter Ricy(R)(z,y) = Ricy(R)(y, z), de forma que Ricy(R) € S(V).
Em coordenadas, (Ricy(R))ij = Y. ¢ Rujm e SC(R) = Y ¢”(Ricy(R))y;.

1<lm<n 1<4,5<n

Exemplo (E.3.1). Considere a curvatura fundamental g ® g, dada em termos de uma base pela

expressao (¢ A 9)ijke = 9jx9i — girgje- A contragao de Ricci é entdo dada por

Ricv(g ® 9k = > (gngkgw — gwgikgjé) =ngx — Y. 6pgie = (n — 1)gji,

1<4,0<n 1<¢<n

e portanto
Ricy(g @ g) = (n —1)g.

Em seguida, temos também

SCly®g)= >, g7(n—1)g;y=n(n—1).

1<4,5<n

E para um produto geral, temos a seguinte:

Proposicao (P.3.3). Sejam T, S € S(V), e considere T ) S € Z(V). Entao:

2 [Ricy(T' D 9)|(x,y) = tr12(S)T(x,y) — tr14(T @ S)(y, x) + tr12(T)S(x, y) — tr14(S @ T)(y, x).

Demonstracao: Um calculo direto nos fornece

2 [Ricy(T @ = > (ngijif — §“TSje + 9" ST — giesiije)

1<if<n
= [ S (@ S| T+ > { YT @ S)inje + (6" Ti)Sje — g"(S ® T)ika]
1<i,4<n 1<il<n

= tr12(9) i — tr1.4(T @ S)gj + tr12(T) S — tria(S @ Tk,

Como consequéncia, temos o seguinte importante caso particular:

Corolario (C.3.1). Seja T € S(V). Entao

2-Ricy(T D g) = (n—2)T + tr12(T)g,

SC(TD g) = (n— 1) tryo(T).
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Demonstracao: Como na demonstracao anterior, temos

2. Ricv(T® g)lj = >, (ngijie — ¢"Tingje + 9" g;uTie — gwgiijf)

1<i,0<n

=nTj, — ( > 5;‘Tik) +trio(T) g — ( > 5£Tj£)
1<i<n 1<t<n
= (n = 2)Tj + tryo(T) g
E para a segunda parte, basta notar que

2-SC(TP g) =(n—2)tr12(T) + tr12(T)n = (2n — 2) try o(7).

Observacao (0.69). Assim como o espago R(g @ ¢) apareceu anteriormente, vamos também fixar a

notacao

gOSV)={g@TezN)|TeSV)},

gDSV)={gDTecZV)|TeSV)satisfaz tr;»(T) = 0}.

Corolario (C.3.2). Sen > 3, as aplicagoes g@® _ : S(V) = g@® S(V) e Ricy : g O S(V) — S(V)

sao isomorfismos.

Demonstragao: Verificaremos inicialmente que a composigao (Ricyo(g @® _)) : S(V) — S(V) é um

isomorfismo. Para isso, basta verificar que a mesma é injetora. Suponha entao que 7' € S(V) é um
tensor que satisfaz Ricy(g ® T') = 0. Entao (n — 2)T + tr12(7)g = 0. Tomando o trago, obtemos
(2n — 2)tr12(T") = 0, de forma que tr12(7) = 0 e (n —2)T = 0 .Logo T" = 0, como desejado. Segue
que ambos g e Ricy sdo injetoras. Mas g () _ é sobrejetora por defini¢do, e portanto é também um
isomorfismo. Uma vez que g ®d _ e a composi¢do com Ricy sao isomorfismos, segue que Ricy é um

isomorfismo também.

Antes de seguir em frente, lembramos que dado qualquer endomorfismo A € End(V), a parte livre de

trago de A é definida como o endomorfismo Ay dado por

tr(A)

Ag=A—

Idy.

Preservando a mesma notagao do exemplo (E.1.7), podemos converter isso a uma relagao entre aplicagoes

bilineares pela relacao

t
n

de forma que tr(Ap) = try2(o) = 0. Essa ideia nos permitird construir objetos mais simples associados

a um tensor de tipo curvatura R € Z(V). Por exemplo, temos a
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Definicao (D.3.5). Seja R € Z(V). O tensor de Einstein de R é o tensor E(R) € S(V) definido por

E(R) = Ricy(R) — &(R)g.

Observacgao (0.70). Como sugerido pelo nome, o tensor E nasceu da fisica. Nas palavras de Carl

Sagan, o Cosmos é tudo o que existe, existiu ou existira; e a teoria da relatividade geral de Einstein
modela o Cosmos como uma variedade pseudo-Riemanniana de dimensao 4 (com 3 dimensées espaciais
e 1 temporal), cujos efeitos gravitacionais podem ser explicados pela curvatura de tal variedade, que é
comumente chamada de espago-tempo. Explicitamente, como visto em [21], em tal modelo a gravidade
nao pode ser considerada como uma for¢a no sentido convencional: na verdade, ela é uma propriedade
intrinseca do espaco-tempo e “nasce” como resultado de sua curvatura local, que por sua vez reage a

distribuicao de massa-energia, momento e stress de uma regiao espacial via a seguinte equagao:

Ric—l-Scal-gnLAg:%T, (3.1)
2 ct

onde T denota o tensor de energia-momento do espaco-tempo e as constantes A, G e ¢ denotam,
respectivamente, a constante cosmoldgica do modelo, a constante Newtoniana de gravitacdo, e a
velocidade da luz no vacuo. Na verdade, a convencao de denotar a métrica Riemanniana por g
foi originada por Einstein e Grossman por volta de 1910-13, que perceberam que as componentes
{9 }1<pv<a que determinam a geometria do espago-tempo pareciam depender da quantidade de materia
em gravitagao da regiao estudada. E como também visto em [21], h4 um sentido preciso em que as
quantidades {g,, }1<u,<a podem ser vistas como potenciais gravitacionais. Geralmente, a equagao (3.1)
é apresentada em coordenadas locais, na forma

1 (G
Ric,, — 3 Scal - g + Agp = :—Tw,

1
que ao todo constituem um sistema de 10 equagbes diferenciais parciais (onde o 10 vem do fato de
que os tensores envolvidos tém 10 componentes independentes, conforme visto na observacao (0.73)).
Einstein originalmente introduziu a constante A em 1917, visando contra-balancear o efeito da gravidade
e modelar um universo estatico, que era a no¢ao mais aceita na época. Apods a confirmagao de Edwin
Hubble que o universo estava se expandindo, Einstein removeu tal constante, escrevendo a equacgao

(3.1) como
8rG

i T.

1
Ric — 3 Scal g =

No caso particular 7" = 0 a equagao se reduz a equacao de campo para o vdcuo de Finstein e obtemos
(apds tomar o trago dos dois lados) Scal = 0, Ric = 0 e £ = 0. Uma variedade Riemanniana que satisfaz
E =0 (igualdade motivada, de maneira grosseira, pela ideia “curvatura = gravidade”) é chamada uma
variedade de Finstein. E facil ver que tal definicdo coincide com a definicio usual de variedades de

Einstein encontrada na literatura.

Exemplo (E.3.2). Para a curvatura fundamental de (V, g), temos

E(Q@Q)IRicV(g@)g)—Sc(gnmgz(n—l)g—
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No que segue, da mesma maneira em que construimos a parte livre de trago de Ricy(R), gostariamos de
construir a parte livre de Ricci-traco de R. Sendo assim, para motivar a proxima defini¢do, procuraremos

por um tensor W (R) no nicleo de Ricy da forma particular

W(R) = R~ g ® h(R)).

Serd conveniente também procurar por h(R) da forma h(R) = Ricy(R) — pug para algum p € R. Nosso

objetivo entdo é encontrar A e pu que realizem essa construgao. Tomando o trago na expressao para

W (R), obtemos 0 = Ricy(W(R)) = Ricy(R) — ARicy(g ® h(R)), e portanto

RICV(R) = )\RICV(Q @ h(R)) = —((n — Q)h(R) + trl,g(h(R))g)

= Z((n — 2)(Ricy(R) — pug) + (SC(R) — nyu)g)

>N >0 >

= 5((n = 2) Riey(R) + (SC(R) — 2(n — 1)p)g).

Vemos entao que definindo

SC(R)
=9 =
e
L2
n— 2

concluimos o propoésito desejado.

Definicao (D.3.6). Seja R € Z(V).

(a) O tensor de Schouten de R é h(R) € S(V) dado por

h(R) = Ricy(R) — mg.

(b) O tensor de Weyl de R é W(R) € Z(V) dado (quando n > 2) por
2
W(R) =R - m(g ® h(R)).

Definiremos também #' (V) = {W € Z(V) | Ricy(W) = 0}.

Observacgao (0.71). Pela sua construgao, o tensor de Weyl tem as mesmas simetrias do tensor de

curvatura Riemanniano, de forma que:

Wijke = _Wjiké = —VVz'ﬂk = Wjiék = Wk@z’j;
Wijkg + Wikgj + Wz‘fjk = 0.

Além disso, todos os seus tracos se anulam, logo

Z gﬂWiij =0,

1<4,k<n
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sejam quais forem 1 <7,k < n fixados, donde segue que
Wit + Wigie + Wizis = 0,

e portanto
Wig1a = —Wiziz = Wagoz = —Waiz1 = —Wiziz = Wig12 = 0.

Também temos
Wiz + Wagas + Wiazs = 0 == Wig13 =0,

mostrando entao que Wjjr, = 0 sempre que quaisquer dois indices sao iguais. Como em dimensao 3 sé
ha 3 possiveis escolhas para cada indice, W = 0 em uma variedade tridimensional. Pela proposicao
(P.3.4), segue que em dimensao < 3, Ric determina completamente Rm.

Observacio (0.72). o E comum denotar o tensor de Weyl de uma variedade Riemanniana (M", g)

por C ao invés de . Como mencionado em [15], isso se justifica pelo fato de que W é um invariante
conforme da métrica e determina se M ¢é (localmente) conformemente plana: em dimensao n > 4,
uma condi¢do necessaria e suficiente para que M seja (localmente) conformemente plana é que W

se anule.

e Quando n > 3, temos que W = Rm se e somente se Ric = 0. De fato, se Ric = 0, é claro que
Scal = 0 e h = 0, de forma que W = Rm. Reciprocamente, se W = Rm, o corolario (C.3.2)
garante que h = 0, assim temos try 5(h) = 0 e portanto Scal = 0, garantindo (pela defini¢ao de h)
que Ric = 0.

Exemplo (E.3.3). Tome K € R e considere R = K g ® g. Ja vimos no exemplo (E.3.1) que nesse
caso Ricy(R) = (n — 1)Kg, e portanto SC(R) = n(n — 1)K. Logo, temos

hR)=(n—-1)Kg—

e também
n—2

2
Exemplo (E.3.4). Dado T' € S(V), considere R =g @® T'. Ja vimos no corolario (C.3.1) que, nesse

caso,

WZKgC/Dg—niTG@( Kg)ng@g—Kg(/Dg:O.

Ricy(R) = ;((n — )T + tr1(T)g),

SC(R) = (n — 1) trm(T).
Portanto, segue que

(n—1)trio(T) n—2
omn—1) 77 2

h(R) = ;((n _ )T + tr1(T)g) — T

2

W(R)ZQC/DT—HQ@(

n_
2

T)=g@T-g®T =0,
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assim como

n—2 g
B(R) = ( ) (T - ) .
(R) 5 o
Os dois exemplos anteriores sdo casos particulares da seguinte:

Proposicao (P.3.4). Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana de dimensao n. Entao %(TM)

admite a sequinte decomposicao ortogonal:
A(TM)=R(gD g) ® (9@ S(TM)o) & #(TM).

A fortiori, a decomposicao explicita do tensor curvatura de M € dada por:

Scal

Rm=——<(g®g)

Y p— (9@ E)+W.

+n—2

Demonstracao: Por construcao, temos

2
R=—gQ®h+W
n—2

2 . SC
n—27 o <RICV 2 — 1)g> W

2 SC SC
~ 230 (B + T i)+

n—2
(n —2)SC
Qn(n—l)g)+W

:n—29® <E+

SC

2
—7n(n_1)g®g+7n_29®E+W-

Pelo corolario (C.3.2), temos também

R(g ® 9) N (9 ® S(T,M)o) = {0} ¥p € M;

(g NS(TM)) NH(TyM) = {0} ¥p € M;

de forma que as somas sao diretas. A ortogonalidade segue facilmente ao fazer o calculo em um referencial

ortonormal usando o fato de que E e W sao livres de traco.

Observacao (0.73). Equivalentemente,

Z(V) = (g NS* (V) & #(V),

e portanto
2(n? -1 1
n ("12 ) _ ”(”; ) ¢ dimw (V)
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Logo,

nn+1)(n+2)(n — 3).
12

Em particular, em dimensao 4 as 20 componentes independentes do tensor curvatura vém de 10

dim 7 (V) =

componentes independentes do tensor de Ricci e 10 do tensor de Weyl.

Observagao (0.74). Como ja provamos, em dimensao n = 3 temos W = 0, de forma que Ric determina

completamente Rm. Conforme visto em [12], esse é um fato crucial a prova da conjectura de Poincaré.

Observacgao (0.75). Uma consequéncia imediata da proposigao (P.3.4) é que variedades de Einstein

localmente conformemente planas (ou, equivalentemente, localmente conformes a uma variedade de
curvatura seccional constante) tém curvatura seccional constante. Para uma demonstracao alternativa

desse fato, pode-se consultar [29].

3.1 Algumas importantes particularidades de dimensao 4

Proposicdo (P.3.5). Seja (M* g) uma variedade Riemanniana orientada de dimensdo 4. Entdo

o fibrado Az(./\/l) das 2-formas em M admite a sequinte decomposicio conformemente invariante de

autofibrados x-invariantes:

A2 (M) = AL (M) & AZ(M),
onde A%(M) = {w € A2 (M) | xw = +w}.

Demonstracio: E ficil verificar que em dimensio 4 vale x> = x o « = Id. Portanto um autovalor de %

é necessariamente 1. Dada w € A*(M), definamos agora as 2-formas:

1
wh = i(w +xw) € A2 (M),

wo = ;(w —%w) € A% (M).

E claro que w = w’ +w™. Tal decomposicao é conformemente invariante, pois se g e § sdo duas métricas
conformes em M, vemos por um calculo direto usando a proposicao (P.4.15) que *, = *5. Finalmente,
é 6bvio que A% (M) N A% (M) = {0}, donde segue o resultado desejado.

Observagao (0.76). Elementos de A% (M) sdo chamados de auto-duais, enquanto que elementos de

A% (M) sdo chamados de anti-auto-duais.

Veremos agora como identificar tensores do tipo (0,4) com operadores auto-adjuntos em A*(M). Seja
(M*, g) uma variedade Riemanniana orientada de dimensdo 4. Fixemos um ponto p € M, um aberto
U > p de M e um referencial local ortonormal {e; € T'(TU)},<;<s em U, sendo {e' € I'(T*U)}1<i<q 0
seu co-referencial de 1-formas associado, determinado por €'(e;) = (5; para cada 1 < ,7 < 4. Definimos:

wi =e' Ne? e’ Aet;
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wi =e'ne+et Ae?;
wy =e' Net+e? e’

Note que *w;" = +w }<ics é uma base de A2 (U). Para uma 2-forma w, podemos entdo

’L’ \/—{CL)

escrever

wly =Y wiie' A e :ZW e’ Nel

1<j 1<J
1 i 1 i i
= §Zwije Ne' — §Zw¢je Ne
i<j j<i
1 i x
= 5 Z wi;€e Ne’.
1<i,j<4

Notando também que:

1 . . 1 . .
Inel= ) Sle"Anel) et Nel = > oy ne

1<i,5<n 1<i,j<n

vemos que os componentes de e’ A e? sao dados por (e’ A e?);; = 5{; , que ¢é o delta de Kronecker

generalizado (definido como 1 se (p,q) = (i,7), —1 se (p,q) = (j,4) e 0 caso contrario).

Seja agora P um (0, 4) tensor em M* do tipo curvatura. Podemos definir um operador
P : A](M) x A2(M) = €F(M),

ao exigir que localmente P (ei nel el A eﬁ) = P,ju e (por multilinearidade) determina-lo em todo
A*(M) x A*>(M) usando tal relagio (ou, equivalentemente, exigir que para quaisquer z,y,v,w € T,M
valha 15(1: ANy,v Aw) = P(x,y,w,v), com p € M arbitrario). A relacao:

g(P(z Ay),v Aw) = Pz Ay, v Aw) Vo, y,v,w € T,M, ¥p e M;

determina entdo um operador P : A2 (M) — A%(M). De fato P estd bem definido (ou seja, P(w) €
A*(M) para cada w € A*(M)), pois:

g(P(yAz),vAw)=P(yAz,v Aw) =—Px Ay, vAw)
= —g(ﬁ(lﬂ/\y),’l}/\ﬂ)),

sejam quais forem z,y,v,w € T, M. Daqui em diante identificaremos P com os respectivos operadores
associados ao proprio, cometendo o (razoavel) abuso de notacao de escrever P = P = P. Em coordenadas
locais, dada w € A*(M), temos:

P(w) = Z ;[Pw]zjei Nel.

1<i,j<n
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Note que por definicao:
g(P(w), e’ Nel) = Z (Pw)ijéfo{'],

1<i,j<n

enquanto que por outro lado:

1
g(P(w), e’ Nel) =g Z P <2wkgek A ee) el Nef

1<k,f<n
1
=3 Z Wi Pregp-
1<k,f<n
Fazendo (p, q) = (i,j) vemos entao que
1 1
5 > wiePreji = 3 > wiePijo = [P(w)]ij,
1<k(<n 1<k (<n

e portanto
1 , o1 , ,
P)=5 >, [PWlye'ne/ =2 3 Pjawwe Ae

1<i,j<n 1<i,j,kl<n

A relacio acima determina completamente P : A*>(M) — A*(M). Embora aqui tenhamos comegado
com um (0, 4) tensor do tipo curvatura e obtido tal operador em A*(M), é claro que poderfamos ter
feito o caminho inverso: ou seja, comecar com um operator P : A*(M) — A*(M) e obter um (0, 4)

tensor determinado pela relacao:
Pogrs = g(P(e” Ne?), e’ Ne').

Evidentemente tal construcao forca P a ser auto-adjunto. De fato, isso segue do fato de que 2-formas

decomponiveis constituem uma base de AQ(M) e de que para quaisquer z,y,v,w € T, M vale:

g(x Ny, P(v Aw))

PloAw,x Ay)

(
P(v,w,y, )
P(z,y,w,v)

g(P(x ANy),v Aw).

Com tais identificacoes em mente, definimos agora o operador curvatura de Weyl, W : A2(M) — A*(M)
por
W@ls=5 3 Winw
1<k,(<n
Os operadores associados a cada fator da decomposicao de Rm vista anteriormente sao definidos
de maneira inteiramente analoga. Definimos as projecoes 7+ : A*(M) — A% (M) aos autofibrados
*-invariantes de A?(M) por

(Id £x) .

T4 =

N —
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Assim, dado P € A*(M), temos a decomposicio P = PT + P~, onde P* = 7. (P) € A%(M). Por
exemplo, o operador W' corresponde a um tensor de tipo curvatura W, determinado pelas suas
componentes definidas pela seguinte relacao:

Wt =g (W+(ep Ael) e’ A e’”)

pqrs
1

=59 (W*(ep Nel +x(e? Nel)), e’ A e’”) :

Explicitamente, temos que

1
Wihsy = 59 (W(el Ne* +e’ net) et A e3>

1
= §(W1234 + Wisas)-
Os fatores W e W~ da decomposicio
W=w"+w"

sao chamados as componentes auto-duais e anti-auto-duais da curvatura de Weyl, respectivamente.

Portanto, em dimensao 4, temos ainda a seguinte decomposicao ortogonal do tensor curvatura:

Scal
Rm:W++W—+g@E+%(g@g).

O operador sem trago da curvatura de Ricci, que denotaremos por &, é definido entdo como o operador
auto-adjunto em A?(M) associado ao tensor de tipo curvatura g ® E, e o operador curvatura escalar S
é o operador associado a Scal - (¢ @ g).

Estamos agora preparados para estabelecer a proposigdo a seguir, enunciada em [54] (como a
proposigao 26.1) mas demonstrada em menos detalhes do que apresentaremos aqui. A decomposigao

dada pela proposi¢ao (P.3.6) serd um dos alicerces as demonstragoes dos Teoremas (T.3.1) e (T.3.2).

Proposicao (P.3.6). O operador curvatura de Weyl preserva o tipo de formas, id est,

Wi AL(M) = AL (M),
e o operador livre de trago da curvatura de Ricci reverte os tipos,
E:NA(M) — A?F(./\/l)
Ezplicitamente, W(w) € AZL(M) sempre que w € AL(M), e E(w) € A2(M) sempre que w € AL(M).
Além disso, o operador curvatura escalar satisfaz
S = Scal - 1d.

Finalmente, a decomposi¢do em blocos correspondente a decomposicio de A*(M) via a estrela de Hodge

* do operador de curvatura € dada por
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S
W + ) £
< BT A2 M)
Rm =
Y
Elaz (my <W + 12) A2 M)

Demonstracgao: Para a primeira parte, basta provarmos que

(r— o W)(w]") = (m o W)(w;7) =0,

para cada 1 < i < 3. E como {w;"}1<;<3 ¢ uma base ortogonal de A*(M) e W é auto-adjunto, é suficiente

entao mostrarmos a seguinte sequéncia de igualdades:

0= gW(w),w;) = gW(w),w;) = gV (W), wy);

=gW(wy), wi) =gW(w;3), i) —gW(w3), wi)
0=gW(wy),wy)=gW(w3),wy) = gW(wy),ws);

=g(W(wy), wi) =g(W(w;), w3) =gW(wy), w3)
0=gW(wy),wy) =gW(w3),wy) = gW(w3),wy).

=gW(wy), wy) =g(W(wy), wy) =g(W(wy), wy)

De fato, temos:

1
Wiy =—5 > Winl8ig +53)
1<k<4

= —(Wij12 + Wijaa),

logo,
1 o 1 " _
_59(W<w1 ),wy ) = D) IV (wi)]ij (w7 )i
1<i,j<4
1
=3 (Wiji2 + W/ij34)(57;1]2 — 5%4)
1<i,j<4

= Wio1o — Wag1o + Wiogy — Wiysy
= Wig12 — Waaaa.

Lembrando que tr(W) = 0 e que o trago independe de base, temos que

> Wije= >, Wig; =0,

1<e<4 1<<4

para quaisquer 1 <, 5 < 4 fixados. E portanto:

Wigi2 + Wigiz + Wigia = 0;
Wia12 + Waaga + Wiyase = 0.

Pagina 89 de 151



3.1.2 Algumas importantes particularidades de dimensao 4

Somando as duas equagoes acima, vemos que:
2Wig12 = —Wiziz — Wiaa — Waaze — Wagso.
Temos também:

Wig1a + Waagg + Wiyzs = 0;
W11 + Wiaasa + Wayss = 0,

donde segue que

2Wsyza = —Wigia — Waaos — Wiiz1 — Wagsgo = 2Wia1o,

e portanto
gW(wy),wr) = 0.

Em seguida, temos também:

~L W), wr) =

2 Z (Wijia + Wijza) (05 — 6;7)

1<i,j<4
= Wis1o — Wio12 + Wissy — Wiasy
= —Wiag1 — Wio12 — Wagis — Wiaaa,

DO | —

mas lembrando novamente de tr(1W) = 0, vemos que:

Wio12 + Wigi3 = 0;
Wias1 + Wiyasq = 0,

e portanto

gW(wy),wy) = 0.

Mais uma vez,

Z (Wijia + Wijsa) (65 — 027)

1<i,j<4

= Wiz + Wiazs — Wag1z — Wassy,
mas novamente, temos

Wiaza + Wiaga = Wiggy — Wazia = 0;
Wiysas + Waior = Wigig — Wagss = 0,

de forma que
gW(wi),ws) =0,
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e portanto estd provada a primeira fileira de igualdades desejadas. As outras igualdades seguem de

maneira inteiramente analoga, mas por completude as provaremos todas. Temos:

Wity =—3 Y Woelol - 52)

1<k, <4

= Wijza — Wijia,

logo
1 N4 1 13 | 542
SIV@r) wf) =5 Y (Wi = Wyn2) (0} +61)
1<i,j<4
= Wissa — Wigiz + Waazs — Wiaa,
mas como
Wiz12 + Wiziz = Wiyg12 — Wizgs = 0;
Wgos + Wiio1 = —Wigzs + Wiz12 = 0,
segue que

gV (wy),wy) = 0.

Analogamente, de

1
§g(w(w1 W3 2 Z Wijaa — ZJ12)(6Z'1J4+51'233)

1<4,5<4

= Wiags — Wiaio + Wasgy — Wazio,
e de

Waio1 + Wiagas = Wigio — Wazsy = 0;
Wiaza + Wiaga = —Wiysq + Wasio = 0,

segue que
gW(wy ),wy) = 0.

Como também vale

Wels = =5 3 Wonlol - 6

1<k <4

= Wijaz — Wijis,
temos entao

Z (Wijaz — Wijis) (6,7 + 6;7)

1<i,j<4

DN | —

SoW(er), i) =
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= W1342 - W1313 + W4242 - W4213
= W4242 - W1313‘

Mas de
Wi + Wiagas + Wyia1 = 0;
Wioaz + Wagsga + Wigie = 0;
= 2 Wioas = —Wazag — Wiarar — Wiazo — Wiaio,
e de
Wiziz + Wigia + Wiga = 0;
Wigis + Wagas + Wigas = 0;
= 2Wis13 = —Wia12 — Wiara — Wazaz — Wagas = 2 Wiyaao,
segue que

gW(wy),wy) = 0.
Mais uma vez, temos

1 _ 1
SIV@).wf) = 5 > (Wigse = Wins) (0} + 63)

1<i,j<4

= Wigaz — Wiais + Wazag — Wagss.
E de

Wiiag + Wii32 = —Wigao + Wagiz = 0;
Wiais + Wages = Wigig — Wazae = 0,

segue que
gW (w3 ),wq) =0.
Temos também:
_ 1 14 23
[W(W:a )]zy = D) E W/ijké(‘skz — 61p)
1<k, 0<4

= Wijoz — Wijia,

logo,

Z (Wijas — Wijna) (65 + 6;7)

1<i,j<4

= Wisoz — Wiz1a + Wisez — Wio1a.

DN | =

S9Wlws) ) =
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Mas como

Wisas + Wigos = Wizeg — Wig14 = 0;
Wigia + Wagas = Wiziy — Wages = 0,

obtemos

9(W(wy),wy) =0.
Finalmente, note que

1
ig(W(Ws Wa 2 Z Wijos — 1.714)<5i1]4+5i2j3)

1<4,5<4

= Wiz — Whara + Wazaz — Wasiy,

e como
Wigia + Wigiz + Wiaig = 0;
Wig1a + Waagq + Wiyzy = 0;
= 2Wig1a = —Wiziz — Wiaia — Wasaa — Wiyaa,
e também
Wasaz + Wasos + Waigr = 0;
Wagas + Wigis + Wigas = 0;
= 2 Waso3 = —Wasas — Waior — Wiziz — Wagas = 2 Wiy,
temos

g<W(w3_)7W?T) =0,

provando entao que W preserva tipos. Para a segunda parte, podemos sem perda de generalidade
assumir que {e; }1<i<4 ¢ uma base ortonormal que diagonaliza F (pois em cada ponto p fixado, £ é uma
forma bilinear simétrica em 7,,M). Sendo assim, temos E;; = g(E(e;), e;) = \;0;; para cada 1 < 1,5 <4,

e segue que:
4EW))y = Z 209 ® B)ijorsn
= — Z wGik — Eiegik — Eigje + Ejrgir)wie

= — Z()\ifswfsjk — Xj0iebik — Nibirljo 4+ Nj6jk0ie)wre
.
= —()\Z-wﬂ- — )\jwij — )\iwij -+ )\jwﬂ)
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A fortiori,
208Ny = N+ X)(6;7 + 57;)
= (M4 X2)87 + (A3 + M)
Mas como tr(F) = 0, segue que A\ + Ay + A3 + Ay = 0. Portanto,

£ s = 500+ )68 = 33) = 300 + M) @D

Equivalentemente, .
E(wi) = 5 (A + Xa)wr € AZ(M).

De maneira inteiramente analoga, vemos que

1
E(ui) = 50 + Aoy € AZ(M);

1
5()\1 -+ )\4)&); € A%(M),
1
E(wy ) = 5()\1 + A)wi € AT(M);

E(wf) =

1
E(wy) = 50\1 + A3)wy € A% (M);

1
E(wy) = 500+ Mwi € AZL(M).

1
Resumidamente, definindo ¢; = 5()\1 + Aiy1), temos

Ewi) =cquwi e AfF(/\/l), seja qual for 1 < i < 3,

)

o que prova que £(w) € AfF(M) sempre que w € A% (M), como desejado. Por fim, note que

—4[(g ® 9)( Z 2(9 ® 9)ijhewre
= Z Oirdje = Ojubie — i + Sjeda e
= —4-wy,
logo,
S =Scal- (g@® g) = Scal -1d.

Segue entao de tudo ja feito até aqui que:

€Az (M) L ey MM
* ’_’% ’_’H Scal n Scal | 4
Rm(w;") = W (W) + W™ (w]") + E(w; )+ﬁw = (W' (w; )+ﬁ wi, E(W) |

na base {wiihgigs
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€AZ (M)
=0 €A (M) GAi (M) —_——
— —— al

Rm(w;) = W (@) + W wr) + Ewr) + ot (w7)

I
—
P

I
[@p)
S
B
RS
~

na base {w?}lgigfi

Equivalentemente, a representacao matricial de Rm é dada por:

Rm = (Rm(wf) Rm(wy) Rm(w;) Rm(w;) Rm(wy) Rm(w;))

)
+ + P
KW * 12) AZ (M) - )] 1<i<3 [5|A2—<M>(% )}1953
- )
+ - o
{5|A3_(M)(Wi )ng l(W + 12) A2 (M) (w )] 1<i<3

Note que cada matriz na representacao por blocos acima é 3 por 3, constituindo um total de 36 entradas,
o que condiz com o fato de que dim[End(AQ(/\/l))] = (dim[AZ(/\/l)])2 = 36.

Observagao (0.77). Escrevendo

A C
Rm = ,
B D
e lembrando que a representacao matricial em uma base ortonormal do adjunto de um operador é dado

pela sua transposta, temos pelo fato de Rm ser auto-adjunto que:

AT T A BT
R,m - T T - T )
B D ct D

e portanto A e D sdo simétricas e B = C*, o adjunto de C. E como ja vimos que a correspondéncia
Ty(M)>h=h® ge TNTM)

é injetora, entao um abuso de notacao razoavel é escrever

s
+y 2| E
Wit

Rm =
S
E* ‘ W™+ —
12
como ¢ feito em [6].
Note também que as componentes auto-duais e anti-auto-duais do tensor de Weyl também devem

ser auto-adjuntas e livres de trago. De fato, temos

g (Wi(wii%wji) =49 (W<wzi)iji) =49 (W(wji)vwzi) =9 (Wi<w]j'[>7wii) )
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para cada 1 < < 3. Além disso, denotando por {ﬁf} os auto-vetores de W* (que sdo obviamente
auto-vetores de W também, por W™ preservar tipos) e por {O[,L-i}lgigg os auto-valores correspodentes,

temos por construcao

0=2-W7(B") =W(B") — (xoW)(B),
= W(B) = (xo W)(B),

e portanto 3} também é auto-vetor de x o W. Além disso, de

0=2-WH(B7) =W(B) — (xoW)(B),
= W(B;) = (xo W)(5;),

segue que 3, também é auto-vetor de x o VW. Entao, como

* W = 2WT — W:;
* W =W —-2W",

segue que
0=tr(W) =tr(xo W) =2tr(W") = —2tr(W").
Vemos entao que

0= of =trWH) =tW )= Y a;,

1<4<3 1<4<3

como afirmado.

3.2 Resultados auxiliares

Observacao (0.78). Varias das constantes nas nossas estimativas diferem por um fator multiplicativo

das constantes em [6]. Isso acontece devido a convengoes diferentes da definigdo do produto de Kulkarni-
Nomizu. Enquanto que a nossa definicdo (veja (1D.3.3)) adota um fator de normalizacio 2! herdado

da férmula da polarizacdo, é comum na literatura nao fazer tal normaliza¢ao, conforme ¢é feito em [6].

Seja (M*, g) uma variedade Riemanniana orientada. Como j& vimos no capitulo passado, podemos
ver o tensor de Weyl W como um operador auto-adjunto W € End(A*(M)) do fibrado A*(M) =
A% (M) + A% (M), que se decompde como

W=Wrew-,

+

e entdo fixar um ponto p € M* e diagonalizar W* de forma que o;, com 1 < ¢ < 3, sejam seus

respectivos auto-valores. Assumindo sem perda de generalidade que os mesmos estao ordenados, ja
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vimos que tais autovalores satisfazem:

Proposigao (P.3.7). Temos as sequintes desigualdades para W :

3
S < W e

1 V6
det Wt < 6(a§)||W+||2 < T8||W+||3

Além disso, a igualdade é satisfeita se, e somente se, af = a5 .

Demonstracgao: Primeiramente, temos por construcao que

IVHIP = (1) + (a3)” + (a3)°
1
=50 + )’ +5(af —ag)* + (aF
——af
L 1o +32 +32
25(043) + (03)" = S(ag)7,

onde a igualdade é satisfeita se e somente se o]

(o) [IWHI* = 6det W = (aF) |(a5)* + (a3)* +  (af)?

:(—()/2 —ag )2
= 2(if) [(a)* + (of)* + (o )(af)] =6 - o faf
=2(a3)° +2(a3)(a3)* + 2 (a7 )*(3)
:72-(1?(1;&;
= 2() [(a3)* =4 afof|
=(af —a3)?
=2(ef)(of —a3)?,
donde segue que
1
det W < (ag) W%
Finalmente, da primeira parte da demonstracao, segue que
@ + < £ < W+
o | < W,
VoG
e portanto
oIV =2 L L < e -
V3 vz 6V3

V6
IR,

I — a3 =0, como afirmado. Por fim, calculamos que

+ .t ot

2 O3

+ .+
—6 - o} af a3
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como desejado. O caso de igualdade novamente é 6bvio.

Em seguida, apresentaremos uma estimativa para (£ ® F)* em 4-variedades Riemannianas orientadas.
Lembramos que o tensor de Einstein £ de (./\/l4, g) ¢é dado por

1
E:Rie—s‘;ag

Proposicdo (P.3.8). Seja (M* g) uma 4-variedade Riemanniana orientada. Entdo temos:

3
(a) [(EQ B)|* < §HEH4 Além disso, a igualdade € satisfeita se, e somente se,
4| B = | £

onde (E*)y, = Y EiypElp.

1<p<a
3
b) (E® E)T|? < §||EH4 Além disso, a igualdade € satisfeita se, e somente se, |[(E@® E)~|| = 0.

Demonstragao: Faremos todos os célculos em um referencial ortornomal que diagonaliza E (de forma

que E;; = \;0;5). Primeiramente, temos pela definicao do produto de Kulkarni-Nomizu que:
—2(E® E)ijie = 2(EiEjo + EjEiyw, — EyEj, — EjEi)
=2(EwEj — EwEjy)
- 2)\1)\3 ((5ik(5jg - 5z€5ﬂ€)

Agora, pela proposicao (P.3.1), temos que (E ® E);jr = 0 sempre que i = j ou k = ¢. Portanto:

IE®EI*= ) [NXj(0udje — dudye)]?
vy,

= > NN (6l — 2 0ubiedidin +0idjr)

7kt =0 se k=i ou k#i
=2 NN =2 > (ZA?A?)
i#] 1<i<4 \j#i
2y e(ee) oy (5 e)-x
1<i<4 oy 1<i<4 1<j<4

2 (Z )\?)2— N

1<i<4 1<i<4

2 2
1
ol o] o) | = dEp
1<i<4 4 1<i<4 2

A
A
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onde em (x) usamos Cauchy-Schwarz, e a igualdade é satisfeita se, e s6 se,
1 ’ 1
uﬁwz§jﬁ:4(§:ﬁ)=gwm
1<i<4 1<i<4

como afirmado. Finalmente, como a decomposi¢ao nas componentes auto-duais e anti-auto-duais é por

construgao ortogonal, temos

(E® B*IP<|E@ EI <

3
1B

e consequentemente, a igualdade é satisfeita se, e somente se

%W%W@®EW=WE®@W”W@®EVW§

[\CRGV]

IEI* +1(E® E)II%,
ou, equivalentemente, se, e somente se,

I(E® E)"|| =0,
como afirmado.

Observagao (0.79). E claro que substituindo as componentes auto-duais pelas anti-auto-duais na

(P.3.7) e (P.3.8), teremos resultados inteiramente andlogos (isto é, bastard trocar + por —).
Seré esclarecedor analisar o exemplo do séliton de Ricci gradiente shrinking em S? x R?.

Exemplo (E.3.5). Denotaremos por M = (S*(v/2) x R?, g, f) o séliton de Ricci gradiente no cilindro

redondo SQ(\/ﬁ) x R?, onde ¢ denota a métrica produto usual e a funcdo potencial f é dada por

2
flz,y) = HZH + 1, para cada (z,y) € S*(v2) x R2.

1

1
Como SQ(\@) tem curvatura seccional constante 5 (e portanto curvatura escalar constante 2 - (2 — 1) - 5=

e R? é plano, vemos que S?(v/2) x R? tem curvatura escalar constante Scal = 1. Fixaremos uma base
local ortonormal {e;, es, e3,e,} de forma que {e;, es} seja tangente a S?(V2) e {es, e4} seja tangente
a R?. Nessas coordenadas, temos entdo que as representacoes matriciais da curvatura de Ricci e da

curvatura de Ricci livre de traco sao todas diagonais e dadas por:

mm{mngM@)mwﬂRM%U:

o O O N
S o= O
o o O ]
o O O ]

)
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1
S0 0 0
oy
1 0=~ 0 0
E =Ric—-1d = iy (3.2)
4 00 —; 0
00 o0 °
1

Em seguida, agora novamente vendo Rm como um endomorfismo de A*(M), afirmamos que sua
representacao matricial ¢ dada por:

Rm = (Rm(wf) Rm(wf) Rm(wf) Rm(wr) Rm(w;) Rm(w;))

O ORlRO OR|H
o o o o o o
o o o o o o
O ORIRO OR|—
oo o o o o
oo o o o o

De fato, isso é uma consequéncia direta da expressao para o tensor curvatura de uma variedade produto.

Temos que

1
{Rm(e“ A eb)} .="3 > Rmyjredpy = —Rmyjap;

“ k.t

1 1
o Rm(e1 A e2) =5 Rmjge! Ae? = 1 et Ae?, e de maneira andloga
Rm(e' Ae’) = Rm(e' Ae*) = Rm(e® Ae®) = Rm(e? Ae*) = Rm(e® Ae) =0, de forma que

1 1 1 1
Rm(w;) = Rm(w;) = wa + wa = (470,0, 4,(),O) , e Rm(w) = (0,0,0,0,0,0), Vi # 1,

como afirmado. Lembrando da proposicao (P.3.6), vemos entdo que as representacoes matriciais de W

e W~ devem satisfazer:

1
- 00
Wt Srd—w 4+ 1= |
12 12 00 0p
0 00
donde segue que
1
- 0 0
0 1
WE=10 ——= 0
12 |
o 0 —-——
12
Afirmamos agora que S* x R? satisfaz
gE® EWT) = i
’ 48
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De fato, temos pela definicao do produto de Kulkarni-Nomizu que:

20EQ® E)ijke = EjrEy — EgEj + Ejp By — EgEj
= —Q(E,-kEjg — EMEjk).

Em particular, denotando por {\;}1<i<4 0s auto-valores de E temos que

E®E)N = > (EQ Bkl

1<i,j,k,0<4
= Z [AiXj (65050 — §ik5jé>]2
1<i,j,k,0<4
= > )\?/\?(@'k@e — 26;£0;00i00 + 0ir6j0)
1<i,j,k,0<4
s Az(z Az)— 5 A;*}
| 1<k<4 1<6<4 1<i<4
[ 1 1
=2 )\2<4-)—4-
_1§§4 F 16 256
2 2 3
16 64 32
Para uma 2-forma w, vemos entao que:
1
(EQ E)(w)ij = 5 Y (E® E)ijrewne
k.
1
=3 i (858050 — 0irbje)wie
k.
1
= —5)\1‘/\]'((4)]‘1‘ — wz-j) = )\i/\jwij.

Em particular, lembrando de (3.2) temos
(E® )iy = (05 + o)
= /\1>‘25i1j2 + )\3)\4(55}4

L 34
= E(ézj + 5z'j )

1
= E(Wf)ija
de forma que
1
(B® E)w}) = 701
De maneira inteiramente analoga, vemos que
+ Loy
(E @ E)(WQ ) = T Wy,
16
¢ 1
(B B)wf) = —gcui
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Agora, como por definicio (E @® E)*(w) = (E @® E)(w®), a representacio matricial do endomorfismo
(EQ® E)* é dada por

Ly
R R
(E®@E*=|0 -—— 0
16
16

Consequentemente,

11 1 1 1 1 1
ENEYtTWHY=_—_.-1+ . _ 1+ __ . __ =
SEQE W) =561 %6 2T 2° 1

como afirmado.

Usaremos de maneira crucial nas demonstracoes dos resultados a seguir outros fatos ja demonstrados
anteriormente na literatura, e por isso convém enuncié-los agora. Em [10], Chen provou que qualquer
séliton de Ricci gradiente completo e shrinking possui curvatura escalar nao-negativa (ou seja, Scal > 0).

E em [7], Cao e Zhou provaram o seguinte

Lema (L.3.1). Seja (M", g, f) um séliton de Ricci gradiente completo, shrinking e nao compacto

satisfazendo (2.7) com 2\ = 1. Entao existem ro > 0, pg € M e constantes reais c1,co > 0 (que
dependem somente de n e da geometria de g na bola unitdaria centrada em py) tais que a fung¢do potencial

f satisfaz as estimativas
1 1
Z(T(x) — )’ < fla) < Z(T(I) + )%,

sempre que r(x) > 19, onde r = dist(pg, ®) denota a funcio distincia Riemanniana até pq.

Observacgao (0.80). Devido a existéncia do séliton Gaussiano shrinking (veja o exemplo (E.2.7)),

nao ¢ possivel melhorar a estimativa acima.

Além disso, em [16], Derdzinski provou que toda variedade de Einstein orientada de dimensao 4

(M*, g) satisfaz a seguinte férmula de Weitzenbock:
AWE|? =2 [[W=|]> + Scal - [|[W=|*> — 36 - det W=.

Esta formula é uma ferramenta poderosa na teoria de métricas canonicas em variedades de dimensao 4,
que pode ser usada para obter resultados de classificagdo assim como para descartar potenciais exemplos
NOVOS.

Em seguida, lembramos da seguinte féormula de tipo Weitzenbock para sélitons de Ricci gradiente,

que aparece também em [9] e [56] e faz um papel essencial na prova do Teorema (T.3.1).

Proposicao (P.3.9). Seja (M?*, g, f) um séliton de Ricci gradiente shrinking de dimensdo 4. Entdo

temos:

Ar (IW=[P) =2 VW= 42 [WH? = 36 - det W — 2. g (E @ E), W*).

3.3 Resultados principais

Iremos agora apresentar as demonstragoes dos Teoremas (T.3.1) e (T.3.2), que garantem classifica¢oes

geométricas e controles na curvatura de Ricci ou curvatura Riemanniana, desde que sejam satisfeitas
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estimativas pontuais sobre as partes duais ou anti-auto-duais do tensor de Weyl ou um certo controle

sobre a curvatura escalar em termos da funcao potencial do séliton.

Observacao (0.81). Conforme mencionado em [6], um aspecto importante e inédito do Teorema

(T.3.1) é a auséncia de hip6teses contendo estimativas pontuais sobre o tensor de Ricci ou que assumam
alguma nulidade do tensor de Weyl e suas derivadas.

Além disso, como observado em [6], podemos estimar o valor g ((E ® E)*, Wi) de forma a substituir
a condigao no lado direto das desigualdades do Teorema (T.3.1) por estimativas sobre o tensor de Einstein
E. De fato, como consequéncia imediata da proposigao (P.3.8) e da desigualdade de Cauchy-Schwarz,

temos
g ((E@® E*,W*) < \/EIIEH2 W= (3.3)

Note que a estimativa (3.3) nio é 6tima. De fato, como visto no exemplo (E.3.5), o séliton §* x R?

o((E® By W) = L=V

Em [8], Xiaodong Cao, Ernani Ribeiro, e Hung Tran provaram a inédita (e 6tima, devido ao exemplo
(E.3.5)) estimativa:

satisfaz

121 W]

V6

g(E@E)" W*) < S=IIBIP [WH].

Teorema (T.3.1). Seja (M* g, f) um séliton de Ricci gradiente completo e shrinking de dimensdo 4

que satisfaz ou

IWHP = V6 [WHP > g (E® E)", W),

ou

WP = Vo6 WP > g (E® E),W™).
Entdo (M*, g, f) € ou
(a) Finstein, ou

(b) um quociente finito do soliton Gaussiano shrinking R*, ou de S* x R, ou de S* x R2.

Demonstragao: Primeiramente, temos pela proposi¢ao (P.3.9) que

Ar (W) =2 VW2 42 [WH? = 36 - det WE = 2. g (E @ E), W™). (3.4)
Agora, pelo lema (L.1.13), temos também que

Ap (W) =2 W] - Ap W] + 2 g (VW] VW)
=2 |[WE|| - Af|WE]| + ||V W]

Segue entao que

2 W AfWE| = Ay (IWE]2) — 2| VW]
=2 [VWE2 =2 [ VWH[[2 42 W] =36 - det W= — 2. g (E® E),W*).
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Pela desigualdade (1.9), temos também que ||[VW=||? > | V|[W=||||?, e portanto
2 W Ap|WE| > 2+ [[W]? =36 - det WE — 2 g ((E® E),W*).
Usando agora a segunda parte da proposi¢ao (P.3.7), obtemos
W[ A WE| > (W = V6 - W5 = g ((E® E)*,W™). (3.5)
Lembrando também que por hipotese, vale
W2 = V6 - WP > g (B @ B, W*). (3.6)
Vemos que

W=l AW >0,

e

ou seja, |[W=|| - Af||[W=|| é ndo negativa. Em seguida, provaremos que ||W= é g-integravel, isto

é, que ||[W=|| € £L%(e”F - dVol,). De fato, segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que
~(E® E*| - [WH] < g (E® E):,W*) < |[(E® E)*| - [W*].
Assim, usando a primeira parte da proposi¢ao (P.3.8), vemos que

—g (E@® EY:, W) < |(E® BE)*| - [|W™|

\/_

</ 1B .

Usando agora a equagao (3.6), obtemos

VB [WHP < [WHP - g (BE® B)* W)

V3
V2
V3

< W= + 7 [Ricl|* - [[W=]].

< W+ = 1B - W]

Assim, temos que

v
V6 - [P < W] + N Ric|* <

/3
\/_

fpe, V2O V3
W= MWV E [IRic]|*, (3.7)

ou, equivalentemente,

1
IW=]* < = + [|Ric|?, (3-8)

(=}

onde na ultima desigualdade em (3.7) usamos que

YE V2

— " —rx+—F= >0, Vx e R.

V2 43
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Integrando a equacao (3.8) sobre M, vemos que
_ 1 _ : _
/M W= |2 e/ avol, < 6~/Me deolg+/M IRic||? - e~/ dVol, . (3.9)
Agora, como visto no corolario 1.1 de [7], o volume “ponderado” de M?* é finito, ou seja,
/ e/ dVol, < oo.
M

Além disso, Munteanu e Sesum (como visto no Teorema 1.1 em [37]) provaram que

/ |Ric/|%e~f dVol, < oo.

M

Segue entdo da equacio (3.9) que |[W=||?- e~/ é g-integravel. Fixemos agora r > 0,p € M arbitrarios,

e seja ¢ : M — R uma funcao suave satisfazendo:

¢(q) =1, Vg € By(r) = exp,(B,(0));
©(q) =0, Vg & By(2r), e
Vel < -

onde ¢ > 0 é uma constante real. Note que usamos a hipotese da completude de M para garantir que a
bola geodésica exp, (B, (0)) estd bem definida sejam quais forem p € M e r > 0. A existéncia de tal ¢ ¢

—_—

garantida pelo lema (L.1.9). Denotaremos a forma de volume e /. dVol, por dVol,. Integrando por

partes na primeira igualdade abaixo (conforme vimos em (4.29)), temos entao que:
02— [ & W= A (IWH]) dval,
= V(@ W), VW) dVol,
[, o (¥ (& Iw=]) VW) dvol,
= [ IV AVol, +2 [ - [WH - g (VW= V) dVol,

= [ G nemw i+ Vo) [ dvel, = [ IR 96l avol,

onde nas ultimas igualdades usamos a bilinearidade de g juntamente com o lema (L.1.5), donde seguem
as igualdades

\% (<p2 : ||Wi|]) =¢*-V (HWiH) +2-¢-||WE| - Vi, assim como
IV (o 1w =) = (0w [W] + 1w Vo) [ = - [VIW*Il]] +2- 0 IW*l- g (I, V)
+ W Vel

Consequentemente, temos

¥ (o w1 avel, < [ - 9| dvol,
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Pela construcao de ¢, as seguintes igualdades também sao ébvias:

J IS, = [ (o ) aver, = [ (o v,

(2r)\Bp(r
[\4 H H H £ H g Bp(QT‘)\Bp(T) H ” H £ ” g

Logo, segue que:
o< [, I avel, < v (- w) [ av,

g/ W[ ||V 2 Vol,
oy W el

C2

<5+ [ IR avel,.
M

_T2

Como a desigualdade acima é satisfeita para todo r > 0 e como ja vimos que |[W*|| € £ (dVolg),

concluimos que
0</ H || ||H2 /V\ng< <jnfr—2> _Cg/ H i||2d/\70Tg_0,
M — \r>0 ™ W

donde segue que V (||Wi||) = 0, de forma que |[W*|| é constante.

Temos entdo dois casos a serem analisados, a saber, ||[W*|| = 0 (que obviamente implica em
VIWE =0) e |[WF]| £ 0. Se |[WF|| = 0, entdo segue do Teorema 1.2 em [11] que M* é ou Einstein ou
um quociente finito ou do séliton Gaussiano shrinking R* ou do cilindro redondo S* x R, como afirmado
inicialmente.

Por outro lado, se ||| é identicamente igual a uma constante nio nula, digamos ¢, entao VIVE = 0.

De fato, pela equacao (3.4), temos que
0=Ap ([WH?) =2 [VWE?+2- ¢ =36 -det WE - 2. g (E® E), WH). (3.10)
Lembrando também da equacao (3.6), obtemos
02—\/6-032g((E@E)i,Wi) = —2-g<(E@E)i,Wi> >20/6- -2
Agora, pela proposi¢ao (P.3.7), temos
36det W* <26 - ¢* = —36det W* > —2V6- .

Portanto
2-¢*=36-det W =29 ((EQ® E),W*) >0.

Segue entao da equagao (3.10) que

VIW* =0, e também 2 - ¢* = 36detWi+2-g((E@ E),Wi),

<2:¢2-2/6-c3
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donde concluimos também que

6
2. <36detWE+2-2—2V6-¢ = det W* > \1/8—-03,
e portanto a igualdade na proposicao (P.3.7) é satisfeita, de forma que W™ possui exatamente dois
auto-valores distintos. Além disso, conforme vimos na proposi¢ao (P.4.14), temos div = troV, donde é
claro que div W* = 0 sempre que VIW* = 0. Como ja vimos que isso é satisfeito em qualquer um dos
casos, podemos entdo aplicar o Teorema 1.1 em [55] e concluir que M* é ou Einstein ou um quociente

finito de S§? x R2.

Assumindo agora que Scal esteja apropriadamente limitada pela funcao potencial f, isto é, que Scal
satisfaca
Scal < A+¢ef, (3.11)

onde A > 0e 0 <e <1 sao constantes, iremos provar algumas estimativas de curvatura para Rm e Ric.
Para isso, sera essencial relembrar uma estimativa de curvatura para Rm satisfeita por todo séliton de
Ricci gradiente shrinking, provada por Munteanu e Wang em [38].

Proposicio (P.3.10). Seja (M*, g, f) um séliton de Ricci gradiente shrinking completo e nio compacto

de dimensao 4. Entdo existe uma constante universal positiva Cy tal que:

||VRic||>
VAL )’

IR < Co (nRicn ;

sempre que ||V f]| # 0.

Demonstragao: Fixemos um referencial ortonormal {e;}1<;<4 com ey = Pela parte (g) do lema

HVfII
(L.2.4), temos:
1
Rigjea| = o7 - |(ViRic)y; — (V;Ric)y
1
< —— - (|[(V;Ric)e;| + [(V,Ric)y;
1 . .
< — Z |(V:Ric);| + Z |(V;Ric)u| | -
”VfH 1<i,5,6<4 1<4,5,<4

Agora, da desigualdade:

Z |ai Z a?
1<i<n < Visisn

no T Vn

, para quaisquer {a;}1<ij<n CRen €N,

obtemos

|Rm;jeq| < vaH ( Z ‘(ViRic)gj‘Q—i— Z ‘(ijiC)éiP)

1<i,j <4 1<i,j <4

4

VRic
= o VRl
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Note também que:

[Rm| = > Rmye)? < Y [Rmyjw-

1<i,j,k 0<4 1<i,j,k <4

Pela proposigao (P.3.2), sé precisamos nos preocupar com 20 termos do ultimo somatério que aparece

na expressao acima. Todos eles podem ser tratados de maneira semelhantes. Note que, por exemplo,

Rici; = Rmyg1o + Rmysis + Rmygy, Ricoy = Rmyo12 + Rmasos + Rmogay,

Ricsz = Rmys13 + Rmases + Rmsysy, Ricys = Rmys14 + Rimogos + Rmgysy,
1
— Rm1212 = 5 (RiCH + RiCQQ — Rngg — RiC44) -+ Rm3434,

HVRicH)

— |Rm 212| < CQ (HRICH +
1 IV /]

e podemos lidar com as outras 19 componentes de Rm de maneira inteiramente analoga, obtendo a

estimativa desejada.

Observacao (0.82). Como obviamente as constantes cg,¢; e ¢a no Teorema a seguir poderdo ser

tomadas de forma arbitrariamente grandes, € podera ser tomado de forma arbitrariamente pequena.

Além disso, para cada K > 0, como
Dg={reM]| f(z) <K} = " ((—o0, K]),

segue da continuidade de f que Dg é fechado em M. Agora, se Dk fosse ilimitado, entdo tomando py
como no lema (L.3.1), existiria uma sequéncia de pontos (r),.y C Dy satisfazendo lim dist(po, zx) =
00, 0 que € evidentemente um absurdo. O Teorema de Hopf-Rinow garante entdo que Dk é compacto

para qualquer K > 0.

Observacao (0.83). Pela parte (d) do lema (L.2.4), sabemos que Scal+ ||V f||* = f, o que obviamente

implica na estimativa Scal < f, satisfeita por qualquer séliton de Ricci gradiente shrinking. Vemos

portanto que a hipdtese Scal < A+ ¢ f do Teorema (T.3.2) é um enfraquecimento muito leve de uma
propriedade comum a todos os sélitons de Ricci gradiente shrinking. Nesse sentido, seria interessante
entao investigar a possibilidade de remover tal estimativa como hipotese, o que até o momento dessa
escrita constitui um problema em aberto.

Outro problema interessante seria investigar se a estimativa sobre Rm na segunda parte do Teorema
(T.3.2) pode ser melhorada para ||Rm|| < ¢ + (cz¢) f, a0 invés de ||[Rm|| < o + (cog) f2.

Teorema (T.3.2). Seja (M*, g, f) um séliton de Ricci gradiente shrinking completo e ndo compacto

de dimensao 4 que satisfaz
Scal < A+ ¢f,

onde A >0 e0<e<1 sio constantes. Entdo existem constantes cy,c; € ¢ de forma que as sequintes

estimativas de curvatura sao satisfeitas em M:

« [[Ric]| < co+ (c18)f;
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HRHIH <cy+ (CQ€)f2.

Demonstragao: Provaremos primeiro a estimativa no tensor de Ricci, seguindo de perto os mesmos

argumentos dados em [6] e [38]. Como sempre, faremos todos os cdlculos em um referencial geodésico
centrado em torno de um ponto p € M fixado que, para evitar sobrecarga de notacao, omitiremos.
Além disso, também usaremos ¢ ou C' para denotar constantes universais (i.e. dependentes somente da

dimensao da variedade, nesse caso 4) que podem mudar entre uma linha e outra. Assim, note que

Ay <||Ric||2>:Af( > (Ricyj) ) > 2-Ric;;AfRic; +2 Y g(VRicyy, VRicy;)

1<4,5<4 1<4,5<4 1<4,5<4

=2- Z Ric;; | Ric;; — 2 Z Rmygjo - Ricge | | +2- | VRic||?
S 1<k,0<4
=2 |Ric|* +2- ||VRic|®> =4 > Ricy| | . Rmyj - Rick |,
1<i,j<4 1<k, 0<4

onde na primeira igualdade usamos o lema (L.1.13) e na segunda usamos a parte (f) do lema (L.2.4).

Agora, por Cauchy-Schwarz, temos que

Z Rm;yje - Ricge < ¢ Z (Rmygje)? Z (Ricge)? = c-||Rm]| - ||Ric||, assim como
1<, k,0<4 1<i.j k,0<4 1<k 0<4
Z RiCij S C- ||R,1C||
1<i,j<4
Portanto
Ay (HRiCH2> > 2. ||VRic|[* + 2 - |Ric||* — ¢ - |[Rm]| - ||Ric]|?
VR (3.12)
> 2. | VRic|]* = c- [Ricl* - ¢- DAl i,

IV

onde na tltima desigualdade descartamos o termo com ||Ric||* e usamos a proposicao (P.3.10). Para

qualquer 0 < a < 1, temos também:

Ag(Scal™) = A(Scal ™) — Vy(Scal ™)
= Y [(eioen)(Scal ™) — ei(f) - ei(Scal )]

1<i<4
= > [w - (es(Scal))? — a - Scal *~ ' - (e; 0 e;)(Scal) + a - €;(f) - Scal " - e;(Scal)
1<i<4 | D€
ala+1) 2 —a-1 —a-1
= Sl ||VScal||® — a - Scal - AScal + a - Scal - g (Vf,VScal)
a—+ ae
= S(l“”) |VScal||? — a - Scal * ' A;Scal

a 5 |Ric|* a(a+1)

- - ||V Scal||?
Scala+ “ Scal®t! Scal¢t? IV Scalll”
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onde na ultima igualdade usamos a parte (c) do lema (L.2.4). Essa igualdade juntamente com a

equagao (3.12) e o lema (L.1.13) nos garantem que

) _ S e, (L) 2o (5 (i), 9 ()
g (ol - 2R s et s (o) +2 -0 (7 (IRel?) ¥ (o

1 Ri
> qouge 219l = - il - - UL ]
Scal IVAI (3.13)
, a |Ric||>  a(a+1) ) 1
Ric||? - |~ 2. -vs1-A<>
+ [|Ricl [ Scal” e Scal*t! * Scal®™ [VSeall 7\ Scal®
1
TP
+2.g (V (HRICH ) ,V (Scala)) .
Agora, como
\Y <||Ric||2> =2 ||Ric|| - V (J|Ric]|), e V (ScaT“) — —a-Scal ! . VScal,
segue que
1
s 12 _ —a—1 . .
2. ¢ (v (IRic|?) , v (sm)) — _4a-Scal =™ |[Ric|| - g (VScal, ¥ (|[Ric||)) .
Mas pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Kato, temos
g(VScal, V|Ric||) < ||VScal|| - || V||Ricl||| < ||VScal]| - ||VRic]|.
Logo,
1
s 12 —a—1 . .
2.¢ (v (IRicll?) , v (sm)) > _4a-Scal = - |[Ric|| - [|VScall| - [|VRic]|.
Mas de )
2
[\/a +1-||Ric|| - | VScal]| - Scal ™! — NZES >0,
segue que
4
—4-Scal™! - |Ric]| - | VScal|| - |[VRic|| > —(a + 1) - ||Ric||? - ||[VScal||? - Scal % — Tl | VRic||* > 0,

e portanto que

—4a - Scal ! - ||Ric| - ||VScal|| - || VRic|| > —a(a + 1) - ||Ric||* - || VScal||? - Scal**
_da
a+1

- || VRic]|? - Scal ™.

Obtemos entdo

| | IRic|? - [VScal|?  4a  ||VRic|?
. 2 > _ . _ .
2°9 (V (HRICH ) 'V (SC&I“)) = —a(a+1) Scal®t? a+1 Scal® ’

Pagina 110 de 151



3.3.0 Resultados principais

Portanto, a equacao (3.13) se escreve como

_[IVRic||
IVFIl
a |Ric|>  ala+1)

1
il |— 9 . 12 A ( )
+ [IRicl] l Seal’ T 2% Seart T gear? VS ”] '\ Scal®
[Ric||* - [[VScall®  4a ||VRic|/?

| Ric||? 1 . 12 . 13
A > 2. Y -
s ( Seal” | = Seal? | VRic|| ¢ ||Ric]| c

- HRicHZ]

— 1
ala+1) Scal®t? a+1  Scal
L2 VRicl 4o [[VRie|? _|VRic] [Ricl® |Ric|? _ [Ric]?
Scal® a+1  Scal® IVf]l  Scal® Scal® Scal®
[ Ric[*
2. -
e Scal® ™!
2(1—a) ||VRic|? IVRic|| ~[[Ric]* [ Ric|® [[Ric|* |[Ric|*
= . a —C- . a —C- a _a.7a+2a. -
(1+a) Scal IVf|l  Scal Scal Scal Scal®
(3.14)
Agora, de
2
(4-(1—a)-[[VRic| - [Vf] = (1+a)-c- |Ric|?)” >0,
temos

16+ (1—a)*- [VRic|*- [V f]* + (1 +a)* - ¢* - [[Ric||* = 8¢+ (1 —a) - (1 +a) - [ VRic] - [[Ric||* - [V f[| > 0,

donde vem
2-(1-a) | VRic||? - ||V f]|* + (+a) c® - ||Ric||* — ¢ - [[VRic|| - ||Ric||* - |Vf|| > 0
l1+a 8-(1—a) -

ou, equivalentemente,

2-(1-a) [VRic|? . [VRic|| [[Ric]f? - (I+a) & |[Ric|!
1+a Scal” IVl Scal® = 8-(1—a) ||Vf]|? Scal®’

1
E portanto, agora substituindo ¢ por ¢ = — —g e, ¢?, obtemos
| Ric||? ¢ Scal |Ric||* | Ric||? | Ric||?
A > (924 — . . _c. _a-
f ( Scal* ) = \™ " 1—a) |V/Z) Scal®T Scal® " Scal® (3.15)
< (9 C Scal |Ric|* o [Ricl|>  [[Ric|? '
- (1—a) |IVf?2) Scal“™ Scal® Scal® ’

onde C' = max{c, ¢}. Por simplicidade cometeremos o abuso de notagao de denotar C' por ¢. Mas como
j4 vimos na parte (d) do lema (L.2.4), temos Scal + ||V f||* = f, de forma que a nossa hipétese sobre
Scal implica que

IVfIP=f—Scal > f—A—cf =(1—e)f — A. (3.16)

Segue entao que

Scal < Scal < ef+ A
IV~ Q-e)f-A~ (1-e)f-A
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Usando esta desigualdade na desigualdade (3.15), temos

[Ricl|* ¢ ef+A |[Ric]l* [Ricll® [Ricl|*
A > | 2a — . . —c- —a- . 3.17
/ ( Scal® ) = \™" T 14 (1—e)f—A) Scal“t! Scal” Scal® ( )
Agora, precisamos entao considerar o termo
c ef+A
I'=2a— : .
R — 1—¢e)f—A
Tomando a = 5 Vemos que
P11 20-(€f—|—A).
-4
) . 1l—e—4c-¢€ )
Agora, definindo C' = i © escolhendo 19 > 0 grande o suficiente no lema (L.3.1) de forma
c
que
A 1+4c
> =, (1 A}, 3.18
ro > max {2, == (14 4) (3.18)
vemos entao que
l—e—4c-¢
A< () ,
- 1+4c /

em M\ D,,, onde D,, ={z e M| f(zx) <ry}. Em M\ D,,, temos entao

20'(€f+A)§26<€f+1_€_46‘€f)

1+ 4c
2c
N 1+4cf'

e também

< 1+4c

(1—e)f—A~" (14+4c)(1—e)f—(1—ec—4dc-e)f

_ 1+4c

 def
Logo,

2c(ef + A) < 2c- f 1+4+4c 1

(l—e)f—A = 1+4c 4dc-f 2

em M\ D,,. Lembrando da observacao (0.82), podemos também supor sem perda de generalidade

que £ < (1 +4¢)~", de forma que

(1—5)f—A>(1— ! )f—A

1+ 4c
e f
T 144e
4c - g
1+4c
4c 1+4c
- 1+4c  4c (14 -4A
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=1,

em M\ D,,. Provamos entao que o comportamento assintotico de f previsto pelo (L.3.1) garante a

existéncia de um ¢y > 0 que depende unicamente de A e € tal que

'>-,e(l—cf)—A>1em M\ D,,.

DN | —

12
Portanto, definindo u = [Ric]
Vv Scal

1
e lembrando que tomamos a = 5 a equacao (3.17) se escreve como

Apus . IR R Ric)?

Scal? VScal 2 +/Scal
1 1
> 3 u? - Scal_% —coub- Scal% - iu (3.19)
1
> E-uz-Scal_% —¢-u? - Scalt —u,

em M\ D,,. Considere agora uma fungao suave 7 : [0,00) — [0, 1] que satisfaz

1
0, se0<t< 7
n(@) =141, sel<t<2.
0, set>3;
defi M >R — (L), onde p > 27 & tant
e definamos ¢ : M — R por ¢(z) =17 e ,onde p > 2 -1 é uma constante.
- _ f(x) _ /()
Observagao (0.84). Note que ¢(z) = 1 sempre que — =~ € [1,2], e p(x) = 0 sempre que —*~ > 3 ou
p p

f (=)

2
p
somente com os pontos x € M que satisfazem

1
< 3 Portanto, na argumentacao que vem a seguir, podemos sem perda de generalidade trabalhar

2
5§f(x)§3-p2,

Agora, como

p
e também (pela parte (d) do lema (L.2.4)):

(Ve =Ly (ff)f)) (VP Vo € M,

IVFII? = f —Scal < f,

segue que
VT V3
<= <l —.

P p

VA

Vel < 7] - o
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Note também que seja qual for x € M, vale

(App)(x) = D [(eioei)(p) —ei(f) - eily)]

- Z o (52) et o (T8 oot - 5 enr o (1))
= St (D) v o (150) o

Por construgao, n e todas as suas derivadas tém suporte compacto, portanto existe uma constante C' > 0

7]” 7]/
C > .
HlaX{2_p472_p2}

tal que

Usando também as partes (a) e (d) do lema (L.2.4), vemos que
Apf = Af = Vopf = Af = [Vf|2 =2~ Scal - (f — Scal) =2 — [.

Segue entao que:

IV I 1 IV fI? 2-f_¢C
App=n'- et 5 A < Tt < 2=
Ric||?
Definimos agora G = ¢* - u = ¢* - [Ric] , € daqui em diante denotaremos Scal por R. Pelos lemas
Vv Scal

(L.1.5) e (L.1.13), temos
VG =V(p" u) = (Vu) - ¢* +u-V(¢*), e Ap(p?) =2-[[Vol* + 20 Apop.
Portanto, usando a equagao (3.19) e o lema (L.1.13) novamente vemos que

P! DG =0t Ap(u-¢®) = ¢ u Ap(9?) + @7 Agju+ 2 g(Vau, V)]
=" Apu+@*u- (2 |[Voll> +2¢ - App) +2- g((Vu) - ©*, V[p?])
]. 1 3 1
> o [quRz — cu R — CU} +@%u- (2-|[Vel? +2¢ - App) + 2 g(VG —u- V(¢?), V[e?])

1
= {2u2Ré — cu?R7 — cu| + @*u- (2- | Vl|® + 2¢ - Arp)

+2.6(VG, V) - 2u- |V ()|
:;.SD4UQR—% — e QPurRE — Q2 - pPu+2- g(VG, V[?])

+o%u- (2 [Vol? 4+ 20 - App) — 8p%u - | Vel[>.

Usando agora que (por construcao) ¢ e todas as suas derivadas tém suporte compacto, tomaremos

constantes ¢, co > 0 tais que

2 ||[Vo|* +2¢ - App > —ci, e —8- IVell? > —c,.
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Obtemos entao (usando agora também que 0 < ¢ < 1):

¢ A;G>-G?RF —c-G?-Ri — (c+ ¢+ )G +2- g(VG, V[g?)

GPR™% —¢3- G2 - Ri — 3G +2- g(VG, V[p?),

[N NN

>

onde c3 = c+c¢1+co. Por simplicidade cometeremos o abuso de notagao de denotar c3 por ¢. Agora, como
Ds,2 é compacto (conforme vimos na observacao (0.82)), existe ¢ € D32 tal que G(q) > G(x) Vo € Ds .

Em ¢, temos entao (conforme o lema (L.1.11)):

P (D4G)g = ¢l(AG) (@) — 9((V g, (VG)g)] = ¢* - (AG)(q) <0,

e portanto

0> ;G2(q)RQ (q) — ¢ G3(q) — cG(q).

Definindo v = G%, segue dai que

em ¢q. Ou, equivalentemente,
0>

em ¢. Vemos entao que v deve satisfazer (em ¢):

cRi — \/C2R% + 2R 2¢

cRi + \/CQR% + 2R 2¢
R~ '

R 3

<v<

Logo, em ¢ vale
3 3 1 3 3 1 3 3
v < ¢RT +1\/2R2 4+ 2R? < ¢R%* 4+ ¢R1 +v/2- R* < 3¢- R1 = CR1,

onde assumimos sem perda de generalidade que ¢ > V2. R_%(q). Novamente cometeremos o abuso de

denotar C' por c. Portanto,
3

v(q) < cRi(q),

e consequentemente,

Pela maneira que o ponto ¢ foi tomado e pela nossa hipdtese sobre R, temos também que

G(z) < G(q) < cR* <c-(ef(q)+ A)?, Vx € Ds,.

Por definicdo, em Dy,2 \ D,z temos p* < f(z) < 2p*. Como por construgio g € D2, segue que existe
C > 0 (basta tomar C' > 3) tal que C'f(z) > f(q), Vo € Dyp2 \ D2.
Segue entao que em Dy,2 \ D2, ||Ric|| satisfaz:

[Ric|?(z) = G(x) R (x) < G(q) R ()
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Tal C' obviamente satisfaz:

> (W)2 Vo € Doy \ Dy <= (Cef(z) + A)} < C'(cf(x) + A)E, Y € Dy \ Dy

E, portanto, em Dy, \ D2, ||Ric| satisfaz:
[Ric|*(z) < C1 - (ef () + A)?,
onde C = ¢ - C'. Definindo entao ¢y = A\/a e ¢; =V/C', obtemos:
|Ric||(z) < co + (c1€) - f(x), Y& € Dgpe \ D,2.

Como p > 0 pode ser tomado de forma arbitrariamente grande, temos entdo (agora denotando 475 por
T0):
IRicl|(z) < o+ (1) - f(2), Yo e (J f((p",20°]) = M\ Dy,

p>2ro
Como D,, é compacto, existem constantes M, § € R tais que ||Ric||(z) < M e f(z) > 5 sempre que
x € D,,. Tomando ¢y > 0 grande o suficiente, temos entao ||Ric|| < ¢y + (c1¢)f em D,, também, de
forma que a estimativa
IRic[] < co + (cre) f

¢é valida na verdade em toda M, como desejado.

Trataremos agora da segunda estimativa do Teorema, ou seja, a estimativa no tensor de curvatura
Rm. Novamente iremos usar a mesma abordagem vista em [6]. Primeiramente, note que (usando a
(2.13) e (2.14)), a representagao em coordenadas (novamente, em um referencial geodésico) da (2.15)

¢é dada por:

(AfRm)ijee = Rmyjee — 2+ Y (RmygeRmyj — RmjgeRmygige + RmygeRmg . ) (3.20)

1<s,t<4

Agora, note que (pelo lema (L.1.13))
Ay(|Rml*) =2 [Rml| - Ap([Rm]) + 2 - [ V[[Rm]|%

e portanto
R - Ay([[Rm]) = A(|[Rm|*) — [[V[[Rm]]|]*.
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Mas como

Ap(IIRml*) = Ay ( > (Rmz‘jke)z) = {Rmijl«f - AyRmyjee + HVRmijuHﬂ

1<i,j.kl<4 i,5,k,¢

Y.
e pela desigualdade de Kato temos
IVRm|[* — || V|[Rmlf[* > 0,
segue entdao da equagao (3.20) que
Rl - Ap(J[Rmf[) > > Rmijpe - ApRmype

Z'7‘j7k‘-7‘€

= ||Rm[* =2+ > Rmyjre(RmgysRmije — RmjgeRmg + RmygRmgi).
1,7,k,0,s,t

Podemos lidar com todos os termos nos somatorios que aparecem na segunda parcela da expressao

acima de maneira 6bvia (usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz), de forma que obtemos
As(|Rml)) > [Rm|| - ¢ |[Rm|* > —c- |[Rm|]*. (3.21)
Por outro lado, segue da equagao (3.12) que

Ag(|IRic]*) > 2 | VRic|” + 2 - [[Ric[|* — 4 - [Rm] - ||Ric|]

VRi
> 9. [VRic|? + 2 - [Ricll? = C - [Ric]* = ¢ - IYRIED ey
IV A
Assim, usando a equagao (3.21), obtemos:
As (IRm|| +[[Ric|?) > —c [[Rm|* + 2 [|VRic||* + 2 - |[Ric[|* — C - |[Ric|® - C - - |IRic]|
/ ) o~ V71
=1—(c+1)
= |Rm|* = (c+ 1) - ||[Rm||* + 2 - || VRic||* + 2 - ||Ric|?
. [VRic[ . o
— C - ||Ric||* — C - - ||Ricl|*.
IV £l

Agora, pela proposicao (P.3.10), existe Cy > 0 tal que:

[VRic] - |[Ric| IV Ricl|*
. Oy L

—(c+ 1) ||Rml]®> > —=C, - |Ric||* = C, )
(e+1)- Rl > ~Cy - [Riel} = Gy ==y NZQE

Usando o fato de que
—2ab > —(a* + b*), Va,b € R,
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segue entao que existe ¢y > 0 tal que

: VRic||?
—(c+1)-||Rml|? > —cp - |Ricl]? — ¢ Hi
(c+1) - [|Rm] o - [[Ric[|” = co NAE
Logo, (denotando ¢y por ¢ agora)
VRic||?
g (R + [Riel) > R — - [Ricf? - 1V U]
IV £l (3.22)
Lo |VRicl? — O [Ric| — ¢ - VRl g
IV £l
Agora, de
C o IVRic||\?
— +|Ric||* - >0,
(2 IVl
obtemos IVRic| IVRic? 2
1C 1C
‘ || Ric||? € e + —— - || Ric| %
IVl VA 4

A fortiori,

IVRicl . o e

—C- -|IRic|? > =2 - || VRic||?> = = - ||Ric||*.
V1]l 4

Assim (agora j4 supondo sem perda de generalidade que ¢ > C' e C? > 4c), a equacao (3.22) se escreve

como

As (IRml| + [[Ric]*) > |[Rm]|* = ¢ [|[Ric|” — ¢ ||Ric[|* — ¢+ || Ric]*

[VRic||2  ||VRic|? (3.23)
2T 7T

Podemos também assumir sem perda de generalidade que 1y é grande o suficiente de forma que
VAP > (- -4t

+2 - ||VRic||* — ¢

. Dessa maneira, a equagao (3.23) se escreve como

Ay (Rml| + |[Ric®) = |[Rm|* - ¢ [|Ric|* - ¢- [Ric|® — ¢ - |[Ric]*,

em Doy \ D,2. A compacidade de Ds,2 garante também a existéncia de ¢y, A > 0 tal que —co||Ric||* >

—A||Ric||* em Dy,2. Cometendo o abuso usual de ndo explicitar as renomeagdes das constantes, temos
Ay (IRm] + [|Ric[?) > ||Rm|]* — ¢+ |Ric|* — - | Ric]*,

em Dy \ D,2. Novamente, como p > 2 -7, pode ser tomado de maneira arbitrariamente grande,

concluimos que
Ay (IRm + [[Ric|?) > [|Rm]* = ¢ - |[Ric||* - ¢ - ||Ric]*
vale em M\ D,,. Agora, de

1
o — ; {(a+62)2+(a—b2)2—2b4} > —(a +b*)? — 2b*, Va,b € R,

N —
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concluimos que

. 1 . 2 . .
Ay (IRl + [[Ric]*) = 5 - (IIRml + [Ric]*)” — ¢ [|Ric||* ~ ¢ [Ric||*

em M\ D,,. Além disso, usando a estimativa ||Ric|| < ¢y + (ci€) f estabelecida na primeira parte da

demonstragao, vemos que

Ay (IRmll + [Ric]?) > 5 - (IRml| + [Ric]?)” - 5(5). (3.24)

N | —

em M\ D,,, onde B(f) =c- [(co + (c18) f)* + (co + (cls)f)ﬂ. Assim como fizemos na primeira parte da

(=)

2

demonstragao, vamos considerar agora as mesmas fungées ne ¢ =7 ( > , que tém suportes compactos

contidos em |27, 2| e Ds 2, respectivamente. Definiremos também Q = ¢? - 1), com 1 = ||Rm|| + ||Ric||*.
p

Pelo lema (L.1.13), vemos que

AfQ=1-As(¢") + ¢ (M) +2- 9 (V[¢'], V).

Agora, lembrando que (pelo lema (L.1.5))

(Ve VQ) = g (Vv Ve + ¢ Vi) = v [V(@) >+ 9% - g (V[ V) ,

obtemos
& ArQ = (9"0) - As(¢”) + 0" A+ 207 - g (V9] V)

= (%) As(9?) + 9 A +2- g (VD). VQ) — 20 [V ()|*

Portanto, usando que A;(p?) =2+ [|[Ve||* +2- ¢ - Asp e lembrando da equagdo (3.24), obtemos

P AQ=0Q- 2 VeI’ +2-¢-App) + 9" - App +2-yg (V(sf), VQ) —2¢ - [V ()]
—— —_—

Z%wZ_[—} 78Q'HVSDHZ

Como ja argumentamos anteriormente, o fato de ¢ e 1 e todas suas derivadas terem suporte compacto

garante a existéncia de uma constante ¢ > 0 tal que
2-[Vel? +2-9-App > —¢, e =8 [[Vy|* > —c.
Logo, usando também que 0 < ¢ < 1, obtemos
7 AQ > 1@~ cQ+2 (VIS VQ) - 5.

Usando o lema (L.1.11), obtemos entdo que em um ponto de méaximo de () em Ds,2, digamos y € M,

temos

02 (5@~ @ 5) ).

c—\+28<Qy) Sct+ /e +28.

Segue que
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Usando repetidamente a desigualdade
va—i—b§ \/E‘i‘\/g, va,beRzo,

obtemos entao
Q) < (c+ao-/f+a [+o fP+e ).

Usando o fato de que y € Ds,2 ¢ ponto de maximo e que p pode ser arbitrariamente grande, concluimos
que
Q = ¢* - (|[Rm| + [|Ric[*) < ¢+ (e22) f%,

em M\ D,,. Como ¢ tem suporte compacto (em particular existem constantes s, € R tais que
©([0,00)) C [s,]), concluimos que

[Rm|| < [[Rm]| + [|Ric||* < ¢+ (e26) £,

em M\ D,,. Como argumentamos na primeira parte da prova, a constante ¢ pode ser escolhida de

forma que a estimativa desejada seja satisfeita em toda M. Isto completa a prova do Teorema.
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Apéndice

Alguns calculos importantes

Sobre a extensao da métrica a tensores: H4 uma sutileza implicita na definigao (D.1.21). O que

estamos dizendo, na verdade, é que para calcular o valor da funcao g(P,Q) em um ponto q € M,
tomamos uma carta ¢ em torno de uma vizinhanca U, 3 ¢ (de onde nascem as componentes locais da
defini¢do acima, que sdo calculadas usando o referencial e co-referencial induzido por ), e ai calculamos

a expressao

E ) ) ) J181 j2s2 Jese Pt (Y1 T
ngT’ngQT’Q s glk'l‘kg g R g P .Je S81...S¢ (q) (4'25)
1<iy,..,ip<n
1<j1,.00e<n
1<r1,...,rx<n
1<s1,...,8¢<n

A priori, poderia acontecer que tomando outra carta ¥ em torno de x, que induz outro referencial

0
or!

e outro co-referencial {dz'}1<;<,, tivéssemos
1<i<n

. ) ) J181 4J282 JeSe Ptk (Y17
E Girr1Giors - - - Gipri, 9 - g P e W1y (q)

1<it,ix <n
1551, mde<n
1<ry,....,re<n
1<s1,...,8¢<n

E : e _ J181 252 Jese Ptk ()r1-Tk
# 41117429 T gzkrkg g g J1-.Je Qsl...SZ (Q)

1<i1,. i, <n
1<j1,-50e<n
1<ry,...,rp<n
1§517--~7Se§n
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Verificaremos agora que isso nao acontece. Para evitar extrema sobrecarga de notagao, usaremos
a notacao de Einstein nos calculos a seguir (ou seja, adotaremos a convenc¢ao de que quando um
indice aparece em cima e em baixo, estamos somando sobre tal indice). Fixemos uma nova carta
vV .C M" — R". Denotaremos por Tfll fba as componentes de um tensor 7' no novo sistema de

coordenadas v, e usaremos também a notagao

0
—| = 0O,
ax]k
p
e
dal*| = 9",
p
Queremos entao estabelecer a seguinte igualdade:
) ) i1m1 1My DJL-- ]a T1...T, _ ~ ~0;, 0 ~0; O, DHi1 Ko AHry ---Hrg
g]l’/’l et g]a’l"ag - g P’Ll p mi.. Zlb gﬂjlurl et gujaﬂrag e g b mbPQil...eib Gml"'omb.

Chamaremos o lado esquerdo da expressao acima de A e o lado direito de B. Observemos inicialmente
que se {e;}1<i<n ¢ uma base de um espago vetorial V e {e'}1<;<, é sua base dual associada, entao todo
v € V se escreve como

v=e(v)e;,

e todo f € V* se escreve como
f=fle)e'.

Em particular, para cada 1 < k < n, temos

0;, = 0"%(0;,)0,

k Hjy *

Analogamente, temos
o' = (B, ).

Portanto, definindo as expressoes Ay, Ay, Az e Ay por:

Al = gj17‘1 s gjaT’av
- i1 ipMp
Ay =g .. g

I

]1 ]a

A3 - le ap 0

- T1.--Ta
A4 - mi...mp’

vemos que

Ay = 05(9,)0"1(03) - 0"(03)0" (D1 )Gy, - Gy

Ay = 0"(0p, )™ (Db, ) - - - 0" (Dp,, )O™ (Do, ) g1 0 .. gl
Ay = 07(Ds,,) - 0(03,)0™ (D) ... 0" (D) P

Ay =", )01 ... 0" (D,, )0 0™ (O )...anmb(amb)@gn...gm

Nmy ---Tmy, *

3,) -
)

1
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Agrupando os termos de maneira conveniente, segue que

(H 5mk (‘)Jk 6,6’] ) (H amk 8”“(8@})
1<k<a 1<k<a

~ ~ ~0;, Om ~0;, Om
“Gugipey o Gpapeg 9T G

( H a)\lk (9““ 89 ) ( H anmk mk(59mk)
1<k<b 1<k<b

}36.]-1 ...ﬁja @@1 by

Mmy --Tmy,

- ( H 5Mjk (a]k(gﬁjk)a]k)) ) ( H 5“% (am(girk)ark))

1<k<a 1<k<a

~ ~0; 0 ~0; O, |
Gus iy -+ Gpjapirad 2" G ™ |

1<k<b 1<k<b
lf,ﬁgl --fja @5” by

Ty -1y,

— ( 1;[ M @jk)) . ( 1;[ i aﬁ ) ( l;lbaxzk ) . ( lgbgnmk @mk))

~ ~ ~0;, O, ~0;, Oy, DPILPia Aery by
’ g/"jllu”rl ctt g“jap‘ra ’ g ! R g b bPA i an},l---nmb

=\ I o) II o I oo |- I1 o
1<k<a 1<k<a 1<k<b 1<k<b

~ ~ ~0;.0 ~0;, Om, DPI1Bia Aery by
. ‘gujlurl . .gujaura . g i1Ymq . g ip mbP)\i .aQ 1 [

Nmy - Thmy,
_ = ~ ~0; O ~0;, Oy D1 Hia Fyliry -Hra
- g;u'jlﬂrl et g/"ja,urag " Lo g K bP@.gl...Qib Q‘gmv-'@’%

= B.

Demonstracao da Identidade (1.10): E uma consequéncia direta das definices de V? e de Rm.

Primeiramente, note que podemos supor sem perda de generalidade que V,,v; = 0 seja qual for w € T, M

(conforme a observagao (0.3)) e 1 <i <n. Temos entao

(Vi,yT)(vl, o) = [V (VD) (v, - yok) — (Vv D) (vr, ., ok)
=V, [(V,T)(v1,...,05)] — Z (VyT)(v1,. .., Vi, ... vg)

1<i<k

_ ery(T('Ul, . 7Uk)) —+ Z 7—1(’017 e vayl)i, . ,Uk)

1<i<k
:vx Vy(T(Ul,..., Z T?}l,... yUZ,...,’Uk)
1<i<k
— Z V(T (vy, ..., Vv, ... 0 Z T(vi,..., Vv, ..., Vv, ..., 0)
1<i<k 1<j<k
J#
+ Z T(vl,...,Vnyvi,...,vk)
1<i<k
— Vo, (T(v1,...,0)) + Z T(v1y..., Vo gV, ..., V).

1<i<k
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Logo,
(Rmx,yT) (Ul, ce ,’ZJk) = (Viny - V§7IT> (’1)1, ce ,'Uk)

= (Vo V) (T(v1,...,0) — (Vy Vo) (T(vy, ... 0p))
— > Vu(T(v1,. ., Vyvi, o))+ Y0 Vy(T(vi, oo, Vs, ooy vg))

1<i<k 1<i<k
— > Vy(T(v1, .-, Vv, o))+ Y Vo(T(v1,. ., Vyvi, ..o vg))
1<i<k 1<i<k
+ Z T(vi,...,Vyvj,..., Va0, ..., 05) — Z T(vi,..., Vv, ..., Vv, ..., vp)
1<i<k 1<i<k
1<5<k 1<5<k
J#i J#i
+ > T(v1,....Vy Vv, oo ovp) — > T(vr,..., VoV, .o vg)
1<i<k 1<i<k

— Vy.y(T(v1,...,v,) + Ve, (T(v1, ..., vp))
+ Z T(Ula-.~7vvzyvig-..,vk;)_ Z T(Ul,...,nyin,...,Uk),

1<i<k 1<i<k

Denotaremos os termos na expressao acima da seguinte maneira:

A = (v$vy)(T(vl7 s ,'Uk)), Ay = (Vva)(T(vl, C ,Uk)),
Bl = Z Vx(T(vl,...,Vyvz-,...,vk)), Cl = Z Vy(T(vl,...,vai,...,vk)),
1<i<k 1<i<k

Dli Z T(Ul,...,Vij,...,vai7...,Uk), Dgi Z T(Ul,...,vgﬂlj,...,vai,...,Uk>,

1<i<k 1<i<k
1<j<k 1<j<k
JF#i JF
Eli Z T(vl,...,Vnyvi,...,vk), Egi Z T(vl,...,VxVyvi,...,vk),
1<i<k 1<i<k
A3 = vay(T(’Ul, . ,’Uk)), A4 = nyx(T(’Ul, . ,Uk)),
F1 = Z T(Ul,...,szyvi,...,Uk), ng Z T(Ul,...,nyin,...,Uk).
1<i<k 1<i<k

Temos entdo

(RmLyT)('Ul,...,Uk):A1—AQ—A3+A4—Bl+Bl+Cl—C1+D1—D2+E1—E2+F1—F2
:Al—AQ—A3+A4+D1—D2+E1—E2+F1—F2.

Note agora que
Ay — Ay — A+ Ay = [VA(T(vy, ..., v) (2, y) — [V2(T(v1, ..., 0)](y,x) =0,

pois o hessiano é simétrico, conforme vimos na observagao (0.45). Como V,v; = 0 seja qual for

w € TyM e T é um tensor, temos também

D1:D2:F1:F2:0.
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Concluimos entao que

(R, T)(v1, ... o) =B — By =— > T(vi,...,(V,Vy — V,Vo)ui, ..., vp)

1<i<k

=— Y T(vi,...,Rmgy(vi), ... vp).

1<i<k

Observacao (0.85). Na demonstragao acima, o fato

Vi =0, Yw € T,M,
ndo implica que B; nem C] se anulam em p. Mesmo que T seja um tensor e portanto valha
T(v1,...,Vyvi,...,vp) =T(v1,..., Vv, ... o) =0,

o fato de uma funcao real se anular em um ponto nao nos permite concluir nada sobre a derivada de tal

funcao em tal ponto, e portanto nao sabemos se By ou C] se anulam.

Formas diferenciais

Definicao (D.4.7). Diremos que um tensor w € 7' (T M™) é alternado quando

W(Xl,...,Xi,...,Xj,...,Xk) :—W(Xl,...,Xj,...,Xi,...,Xk>,

sejam quais forem {X;}1<i<p CT(TM) el <i,j<k.

Defini¢ao (D.4.8). Uma forma diferencidvel w de grau k em M" é um tensor w € Z>(TM™) alternado.

Observacao (0.86). O fibrado de todas as formas diferencidveis de grau k em M serd denotado por

AF(M). Novamente, para evitar sobrecarga de notacio, cometeremos o abuso de considerar elementos

de I (Ak(/\/l)> como elementos de A*(M).

Definicao (D.4.9). Uma forma de orientagdo em M" é uma forma diferenciavel w de grau n tal que
Ty M 3 w(p) # 0 seja qual for p € M.

As demonstragoes das préximas trés proposigoes podem ser encontradas em [31].

Proposicao (P.4.11). Seja (M", g) uma variedade Riemanniana orientada. Entdo existe uma unica

forma de orientacao em M, que denotaremos por dVoly, chamada da forma de volume Riemanniana,
que satisfaz
dVoly(Er, ..., E,) =1,

pra qualquer referencial local ortonormal orientado {E;}1<i<, de M.
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Proposicao (P.4.12). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana orientada e f € €°°(M) uma fungio

suave com suporte compacto que satisfaz f > 0. Entdo

/M fdvol, > 0,

e a igualdade € satisfeita se, e somente se, f = 0.

Teorema (I.4.1) (Teorema de Stokes). Seja M"™ uma variedade diferencidvel orientada com bordo,

e suponha que w € A"_I(J\/l) tem suporte compacto. Entao

/M dw = /W w. (4.26)

Observacao (0.87). A forma de volume Riemanniana dVol, em M determina uma medida natural s

em M que torna (M, ;) um espago de medida, de forma que faz sentido falar de £*(dVol,), o espaco

de todas as funcoes reais u em M que satisfazem

/ u? dVol, < oo.
M

Um abuso de notacado comum e inofensivo é denotar ;¢ por dVol,. Além disso, L? (dVol,) admite um

produto interno, dado por
<U, U>£2(dVolg) = /M Uu-v dVOlg .

Definicao (D.4.10). Seja v € V um vetor de um espago vetorial real de dimensao finita. Para cada

v € V, definimos uma aplicacio i, : A*(V*) — A*1(V*), chamada da multiplicacdo interior por v,
por
[iyw](wi, ..., wee1) = w(v,wy, ... ,wg_1), para cada w € A*(V*).

Observacao (0.88). Por convencao, interpretamos i,w como sendo zero quando w é um nimero real.

Também usaremos a notagao

VW = ,W.

Proposicao (P.4.13). Para cada campo X € I'(T M), existe uma unica fungio real, que denotaremos

por div X, tal que
(div X') dVol, = d (X 1 dVoly). (4.27)

Fica entao bem definida a aplicagio div : I'(TM) — €°(M).

Demonstracao: Consulte [31].

Usando a tensorialidade de todas as entidades presentes na equacao (4.27) além de um referencial
geodésico centrado em torno de um ponto p € M arbitrariamente fixado, um célculo direto mostra a

seguinte

Proposicao (P.4.14). Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana orientada. Para qualquer X €
[(TM), vale que

div(X) = tr(VX),

Pagina 126 de 151



4.3.0 Resultados principais

Equivalentemente,
div = troV.

Observacao (0.89). Pela proposi¢do anterior (e pelo fato da aplicagdo tr independer de bases),

concluimos que se {E;}1<;<, ¢ qualquer referencial ortonormal local em uma vizinhanga de p € M

arbitrariamente fixado, vale que

AvX)]p) = 3 g (IVX)( = Y 9(VewX E®).

1<i<n 1<i<n

Equivalentemente, a representacao em coordenadas locais de div(X) é dada por

r(VX)= 3 de' (Vo X).

1<i<n

Lema (L.4.2). Sejam f € €°(M") e X € I'(TM). Entao

div(f- X) = X(f) + f - div(X).

Demonstracao: Consequéncia imediata da observagao anterior. De fato,

div(f-X)= > g(Ve,(fX), &)= > gle(f)X + [ Ve (X), e)

1<i<n 1<i<n

:(Z X(e;)-e; ))+f-div(X)

= X(f) + f - div(X).

Lema (I.4.2) (Integracado por partes em variedades Riemannianas). Sejam u,v € €*°(M)

funcoes reais suaves e suponha que u tem suporte compacto. Entao vale

/M g (Vu, Vo) dVol, = — /M - Av dVol, . (4.28)

Demonstragao: Pelo teorema de Stokes (conforme (4.26)) e pela definigao (4.27), temos

div(u - Vo) dVol, = 0.

/M iv(u - Vuv) dVol,

Por outro lado, pelo lema (L.4.2) e pela definicao (1D.1.30), temos
div(u - Vo) = u - Av + g(Vu, Vo).

Segue entao que

0= / u- Av dVolg~|—/ g (Vu, V) dVol,,
M M

como afirmado.
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Corolario (C.4.3). O operador u — Au é auto-adjunto com respeito ao produto interno em L£*(dVol,)

induzido por dVoly, id est,
/M f- AhdVol, = /M h- Af dVol,,

sejam quais forem f,h € Ez(d\/olg).

Demonstracao: Consequéncia imediata do lema anterior.

Lema (L.4.3). Sejam u,v € (M) fungdes reais suaves e suponha que u tem suporte compacto.

Entao vale

/M g (Vu, Vo) - e dVol, = — /M u-e T Apv dVol, . (4.29)

Demonstragao: Consequéncia imediata dos lemas anteriores.

Corolario (C.4.4). O operadoru v Aju é auto-adjunto com respeito ao produto interno em L*(e™! dVol,)

induzido por e’ dVol,, id est,
A dvol :/ Agu-et dvol,,
/M u-Asv-e olg = | v-Agu-e ol,
sejam quais forem u,v € L£2(e”! dVol,).

Demonstracao: Consequéncia imediata do lema anterior.

A definigdo de div prevista pela proposi¢do (P.4.14) nos permite estender naturalmente div para

quaisquer tensores, como vemos na seguinte

Defini¢ao (D.4.11). Seja

FHM)ST :T(TM) x ... x (TM) = T(TM)

k vezes

um tensor de tipo (1,k). O divergente de T', que denotaremos por divT, é o tensor de tipo (0, k)

determinado por
(divT)(V,.... Vi) = tr ([VT)(s, Yi..... i)

=tr (X — (VxT)(V1,...,Y)).
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Observacgao (0.90). Em coordenadas locais arbitrarias, se T € 7' (T'M), temos entdo

(divT)(Ye,....Ye) = > g™ Ve, T)(Y1,...,Ys),0)

1<a,b<n

= g (Vo, T)(Y1,..., Y3, )
1<b<n

= > (VOT)(Yi,...,Y:, 0).
1<b<n

onde na segunda igualdade usamos um argumento inteiramente anilogo ao visto no exemplo (E.1.9).

Em particular, vemos que se T' é um 2-tensor, temos

(divT)(e) = Y (V'T)(e, D).

1<b<n

E se T'= Rm, temos (usando agora a convengao da notacao de Einstein):
[le(Rm)]Uk = (VZRm>ijkg.

Observacao (0.91). Também é comum denotar div T por 07

Observacao (0.92). A defini¢ao (D.4.11) também se estende de maneira 6bvia aos tensores puramente

covariantes uma vez que fizermos a identificagdo vista na observagao (0.17). Nesse caso, se T' €
TAUTM), div(T) € Z2 (TM) é o tensor determinado por

div(T) (X, ..., Xjo1) = tr, (X, Y) = (VxT)(Xq, ..., Xk1,Y)).
Em coordenadas locais arbitrarias, temos

(AdivT)(Yr,.... Y1) = > ¢7(VaT)V1,..., Y5 1,0;).

1<i,j<n

Observacao (0.93). Em componentes locais, temos entdao (usando a convengao de Einstein):

(6T)7:1~--'L‘k71 - gijTi
(5T)i1~--ik =T

vin_yizi 5 se T é de tipo (0, k).
v se T é de tipo (1, k).

Outro operador comumente presente é dado pela seguinte proposi¢ao, demonstrada em [20]

Proposicao (P.4.15). Seja (M", g) uma variedade Riemanniana. Existe um tnico operador, denomi-
nado o operador estrela de Hodge, x : A¥ (M) — A" % (M), tal que

a A (xf) = g (a, 5) dVol,,

sejam quais forem a, 3 € A¥ (M).

O método do referencial movel
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Em geral, a grande maioria dos calculos de Geometria Riemanniana se resumem a provar igualdades

tensoriais. Isso geralmente é realizado de uma das trés maneiras a seguir:

e a maneira livre de coordenadas: nesse caso, explicitamos a acao de cada tensor em campos
arbitrarios na variedade em questao, verificando que os resultados coincidem. Veja, por exemplo,
as demonstragoes de (2.11) e do item (b) no lema (L.2.4).

o usando coordenadas locais: nesse caso, fixamos coordenadas locais apropriadas que facilitem
os célculos (por exemplo, coordenadas normais) e tomamos vantagem da multilinearidade dos
tensores, que garante que a igualdade sé precisa ser verificada numa base (conforme observamos
na observacao (0.11)).

« usando o método do referencial mdvel: nesse caso, fixamos um referencial ortonormal local (que
induz um co-referencial ortonormal local) e calculamos as 1-formas e 2-formas de conexao e

curvatura, respectivamente, que determinam a conexao e curvatura da variedade.

Dependendo da situacao, um dos trés métodos acima pode ser significativamente mais facil de ser
aplicado do que os outros dois. Nessa subsegao, nos dedicaremos, com base na referéncia [53] (uma boa
referéncia alternativa é [18]), a explorar o suficiente as nossas aplicagoes do ultimo método citado acima.

Seja (M", g) uma variedade Riemanniana e fixe {ej,...,e,} um referencial local g-ortonormal
definido num aberto U C M, sendo {e',...,e"} o co-referencial associado (determinado por €’(e;) = ).

Como qualquer campo X € T'(T'M) se escreve localmente como

P(TU) > X|U = Z X7 €, onde {Xj}lgjgn C (goo(M)7

1<j<n

entdo dada s € I'(TU) podemos determinar (usando a linearidade de V na primeira entrada e a regra
de Leibniz) V xs pelo conhecimento dos campos {Vxe;}1<j<,. Sendo um campo em U, Vxe; é uma

combinagao linear dos e;’s com coeficientes w; dependendo de X, id est:

Vxej= Y wj-(X) e;.
1<i<n

A €°(M)-lincaridade de Vxe; em X garante a 4°°(M)-lincaridade de w) em X, de forma que
wj € T(T*U) é uma 1-forma em U. As 1-formas wj em U sdo chamadas das formas de conezdo, e a
matriz w = (wj)i1<ij<n € chamada da matriz de conezdo, da conexdo V com respeito ao referencial
{eihi<icn CT(TU).

Analogamente, dados X,Y € I'(T'U), o campo Rm(X,Y)e; é uma combinacao linear de ey, ..., e,,
id est:

Rm(X,Y)e; = Y QU(X,Y)e,.
1<i<n

Uma vez que

Rm(X, Y) = vay - VyVX - V[X,Y]
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é alternada e €°°(M)-bilinear, Q; também ¢é alternada e €°°(M)-bilinear. Pelas propriedades de Rm,
Q; é portanto uma 2-forma em U. As 2-formas Q; sao chamadas das formas de curvatura, e a matriz

Q) = (Q}) é chamada da matriz de curvatura, da conexdo V com respeito ao referencial {ey,...,e,} em
U.

Observagao (0.94). Note que Q; é determinada por Rm, pois

Qf = > Qi(er,e) e nef

<k,l<n

Z Rm(e;, e;, ex, €) e Aef,
1<k,(<n

1
2

N| — =

onde na ultima igualdade segue do fato de que

(e, e0) =g ( > 52§(ek,ee)es,e¢)
1<s<n

=g (Rm(ek7 ef)eja ei)

= —Rm(e;, e;, ey, e).
Célculos diretos mostram os seguintes resultados:

Teorema (T.4.3). Seja (M",g) uma variedade Riemanniana e U C M um aberto em qual estd

definido um referencial ortonormal e+, . .., e,, com co-referencial associado €', ..., e". Entdo existe uma

matriz antissimétrica (w?

])1Si,j§n de 1-formas tal que

de’ + Z wéAejzo, seja qual for 1 < i < n.

1<j<n
Além disso, se (a;'-)K, ~ ¢ qualquer outra matriz antissimétrica de 1-formas satisfazendo
1,5
de’' + > s Ne =0, seja qual for 1 <i<n, (4.30)

1<]<7’Z
n ~

Teorema (T.4.4). As formas de curvatura € se relacionam as formas de conerdo w; pela sequinte

equacao, comumente chamada da seqgunda equacdo estrutural de Cartan:

Q; = dw§ + > wh /\w;-“, sejam quais forem {i,j} C {1,...,n}.

1<k<n

Demonstracao: Consulte [53] ou [18].
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Produtos warped

Essa secao é dedicada aos calculos das entidades geométricas de um produto multiplamente warped
arbitrario. Produtos warped (comumente traduzidos na literatura brasileira como produtos “torcidos”)
sao um dos conceitos mais importantes e frutiferos de geometria Riemanniana, tendo também grande
relevancia na fisica (aparecendo como modelos do préprio Cosmos - veja em [22] ou [40], por exemplo,
o modelo cosmoldgico de Friedmann—-Lemaitre-Robertson—Walker - ou de buracos negros).

Nossa abordagem é baseada em [43] e em [17], a diferenga principal sendo que em alguns célculos
usamos o método do referencial mével. Em [43], é feito o célculo das entidades geométricas de um
produto warped simples B x; N, enquanto que em [17] os autores enunciam (sem demonstra¢ao) vérias
proposigoes que determinam as entidades geométricas de um produto multiplamente warped arbitrario.
Usando o método do referencial mével, generalizamos os calculos feitos em [43] e demonstramos as

proposigoes 2.2. 2.3, 2.4, 2.5 e 2.6 enunciadas em [17].

Definicao (D.4.12). Sejam (B, gp) e (M;, gr,) variedades Riemannianas e b; : B — (0, 00) fungoes

suaves para cada i € {1,2,--- ,k}. O produto warped multiplo de tais variedades é a variedade produto
N =B x M; x My x -+ x M, munida da métrica g = g ® bigrg, ® biga, O -+ - © big,, definida por

9=05(g8) & (brom)’ 07 (gan,) @ -+ @ (b0 m)° 0} (9
onde oy : N — B é a aplicacao definida por

oo N —B
(p7Q1,"' an)HPEBa

eparai > 1, 0, : N = M, é a aplicagao definida por

o N = M,
(p7q17"' y iyt 7qk)’_>QZEMZ

Observacao (0.95). « E comum denotar a variedade Riemanniana (N = B x My x My X --- X
My, g = g5 ©bigam, S b3gas, © - - © biga, ) simplesmente por N = B x, MP x - x;, ./\/li’“.

e Quando k£ = 1, temos o produto warped simples usual.
e Se todos b; = 1, temos um produto Riemanniano trivial.

Definicao (D.4.13). Se ¢ : M — N é uma aplicagio suave, diremos que dois campos X € I'(TM) e

Y € T(TN) estdo g-relacionados (fato que denotaremos por X £ Y) quando Y o = dp o X.

Lema (L.4.4). O espago tangente 7, M de um ponto p = (po,p1,--+ ,pk) € M =B XNy X -+ X N}, é
canonicamente isomorfo (no sentido de existir um isomorfismo que nao depende de escolhas de bases) ao
produto T,,B x T, N7 x -+ x T, Nj.
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Demonstracao: Considere as aplicagoes

LQCB—>M
BBQOH(qmplw"apk)E/\/L

e, para a > 1,

lo i Ny — M
Na 2 (o (p07p17 -+ +yPa—159a;,Pa+1, - - - ka)-

Como veremos agora, a aplicagdo 1 definida por

U Tipgpr e ) (BX Ny X oo X N) = T BX T, Ny % -+ x T, N,
v (d(o0), (v),d(01), (v),d (02), (v), -+, d(0n), (1)) .

¢ um isomorfismo, com inversa dada por

@ TpoB X Ty Ny x -+« X Ty Nie = Tipopro i) (B X Np X -+ X Ni)
(?Jo, Vi, .. ,’Uk) — Z d (Lg)pg (’Ug) .

0<l<k

De fato, note inicialmente que

a aplicacao identidade Idy, : N; = N, se i = ¢;
0;0 UL =
a aplicacao constante Ny 3 q, — p; €N, se i # L.

E portanto, segue da regra da cadeia que

d(oiow), =d(0i),od(w),
a aplicacao identidade Idz, w; : Tp,N; — T, N;, se i ={; (4.31)

a aplicacdo identicamente nula T,,N; 3 vy — 0 € T,,, N, se i # (.

Portanto, seja qual for (v, v1,...,vx) € Tp, B X Ty, N1 x -+ x T, Ny, temos

(Vo p) (v, v1,...,06) = (d (00), ( d>od (¢e),, (’Ug)) yoeesd(on), ( d>od (te),, (Ug)))

0<t<k 0<t<k
= ( ze; d (00), (d(ee),, () -, ; d(or), (d (1), (W)))

:(U07U17"'7vk>7

onde na tltima igualdade usamos (4.31). Segue que ) é sobrejetiva. Como T(pg py . pr) (B X Ny X -+ X N)
e Tp,B x T, N1 x -+ x T, Njy tém a mesma dimensdo, segue que ¢ é um isomorfismo. Como uma

aplicacao bijetora possui um tnico inverso a direita, segue também que ¢ é o inverso de .
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Observacao (0.96). Note que o lema (L.4.4) ndo usa em nenhum momento qualquer estrutura

Riemanniana de M, caracterizando entao o espaco tangente de um produto de variedades diferencidveis.

Observacao (0.97). Para cada i € {0,1,--- ,k}, o conjunto dos campos em M que surgem como

levantamentos de campos em fatores do produto sera denotado por
LN;) ={X €eT(TM) | do;(X) =0, seja qual for j #i.}

Dado X; € I'(TN;), é facil ver que existe um tinico campo Lev(X;) € L(N;) que satisfaz (do; o Lev) (X;) =
X; (de fato, Lev(X;) = % 1 ((0,--+, X;,0,--+,0))). O campo Lev(X;) é chamado do levantamento do
campo X;. O abuso de notagao de identificar um campo ou uma 1-forma com seu levantamento é
portanto inofensivo, e o cometeremos varias vezes daqui em diante. Note que Lev(X;) é o tinico campo

o;-relacionado com X; e oj-relacionado com 0 € I'(TN;) para todo j # i.

Observacao (0.98). Convém agora relembrarmos a equacao de Gauss. Dizemos que uma aplicagao

entre variedades Riemannianas f : (M", gr) — (M”+p s I +p> é uma imersao isométrica quando vale

f* (gj\;{n+p> = gM;

ou, equivalentemente,

gm(p) (0, ) = Gigar, (f(2)) (dfp(v), dfp(w)),

sejam quais forem p € M e v,w € T, M. Nesse caso, cometendo o abuso usual de identificar campos

com suas extensoes, temos

Rm(X,Y, Z, W) = Rm(X,Y, Z, W) (IL(X, W), IL(Y, Z)) + Grpr, (IL(X, Z),IL(Y, W),
(4.32)

sejam quais forem X, Y, Z W € I'(TM). Nesse sentido, é importante ressaltar que, uma vez que fixarmos

- g_/’\;{n«l»p

p=(Po,p1,---,Pk) EM=BxXN X...xN,

a inclusédo

Lot (Naygns) = M =B xp, Ny xoxg, N
Go — (po,. -y Pa—1s9asPa+1y - - - apk)7

ndo é uma imersao isométrica. De fato, fixando arbitrariamente ¢, € N, e denotando

P = (p()a -y Pa—1590; Pa+1s - - - 7pk)7

temos

(4.33)
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onde na tltima igualdade usamos a equagao (4.31). Porém, é claro dos calculos feitos em (4.33) que

com a métrica (ha (po))” gu,, a inclusio
ot (Na, (ha (po))2 g_/\/’a) > M=B X hy N1 X oo Xy, Nk
Qo 7 (pOa -y Pa-1,4a; Pat1s - - - 7pk) )

¢ uma imersao isométrica, de forma nesse contexto podemos usar a equagao (4.32) (como faremos

futuramente).

Observacao (0.99). Embora usualmente a equacao (4.32) seja utilizada para determinar a curvatura

de subvariedades, em algumas situagoes podemos usa-la no sentido contrario: ou seja, via o conhecimento
da curvatura de especificas subvariedades, podemos determinar a curvatura da variedade total. Um
exercicio interessante de Geometria Riemanniana (que comentaremos em mais detalhes no exemplo
(E.4.6)) que utiliza essa técnica envolve calcular a curvatura do produto warped Z x, Q"(k), onde

Z C R é um intervalo, ¢ : Z — (0,00) é uma fungdo suave, e definimos

R", se k = 0;
Q"(k) =4S, se k =1;
H", se k = —1.

Lema (L.4.5). Se ¢ : M — N ¢ uma aplicagdo suave, entao

do([X,Y]) = [de(X),de(Y)], VX, Y € T'(TM).

Demonstracgao: Segue da defini¢ao do colchete de Lie e da definicao da diferencial de uma aplicacao.

De fato, para qualquer p € M e g € € (N) temos

Lema (L.4.6). Se ¢ : M — N é uma aplicagdo suave e X1, Xy € I'(TM),Y1,Ys € T(TN) sao campos
satisfazendo X; < Y; para cada 1 < i < 2, entéo (X1, Xo] L Y1, Ya).

Demonstracao: Consequéncia imediata do lema anterior. De fato, dado qualquer p € M temos

dep ([X1, Xal(p)) = [dg, (Xa(p)) , diop (Xa(p))]
= [V1, Y2l (e (p))-
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Naturalmente, o conhecimento das conexoes e curvaturas dos fatores de tal produto determina a conexao
e curvatura do proprio produto. Para determinar estes, usaremos o método do referencial mével. Antes,
estabeleceremos algumas notagoes importantes para as demonstragoes dos lemas a seguir (enunciados
também em [17] - com um erro de sinal no item (8) da Proposic¢ao 2.4, corrigido no item (8) do lema
(L.4.10)).

Seja M = B x;, Nt x -+ X ./\/',f’“ um produto warped multiplo com métrica

e conexao VY = V. Denotaremos Nj = B e d; = dim(N;) para cada 0 < i < k. Para cada 0 <i < n,
fixaremos referenciais locais gu,-ortonormais, que denotaremos por {e( ; }1<j<d Seus co-referenciais
associados serdo denotados por {00}, i g (e estdo determinados por @7 (e(is)) = 07). As 1-formas
de conexao e 2-formas de curvatura associadas a tais referenciais serao denotadas por {wqi’j MV icjg<d; €

{ij’ﬂ)}lg,qui, respectivamente. Sendo assim, note que

1 1 1 1
{e(O,l)a s 7e(O,T)7 E e(l,l)a SRR hil e(l,d1)7 ) hik e(k,l)a SRR hik; e(k,dk)}
¢ um referencial local g-ortonormal. Usaremos a notacao

€(0,), se i =0;

€ug) =43 1 )
() Ee(i’j)’ se i # 0;

de forma que
{€q.5 bosi<k<j<d,

¢ um referencial local g-ortonormal, sendo seu co-referencial local associado dado por
~ i)
{0 }ocicki<i<a,

onde
09 se i = 0;

h©%9)  se i £ 0;

Qi) —
de forma que num aberto U C M, todo campo s € I'(TU) se escreve como

R VLR SRCLBLY
0<i<k 0<i<k
1<j<d; 1<j<d;

Finalmente, as 1-formas de conexao e 2- formas de curvatura de (M, g) com respeito a esse referencial

serao denotadas por {@((;Jn)z)} 0<Z7p <k € {Q } o<ip<k , de forma que
’ <d; 1<j,m <d;

Ve (Bom) = X @i (9) &),

0<i<k
1<5<d;
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Lema (L.4.7). Seguindo a notacio acima, seja M = B" xp, N x -+ x;, N,f’“ um produto warped

mﬁltiplo com métrica g = g ® higy, © -+ ® hign, e conexdo VY = V. As l-formas de conexio

7/7
{w( 4) } o<ip<k sao dadas por
1<j,m <d;

(a)

o) = weo" , sejam quais forem 1 < 5,/ < r.

(b)

y_ e h
@((2% (O’Z(”B) OV para quaisquer 1 < j <re 8,0 > 1.
’ B

(c)

. a(hy) ~o
(:Jgg”i)) :W@(%J)’ se 1 S,}/Ske 1 Sa,jST.
Y

(d)

@ég’p = 575%(97@), sel<vy,B<kel<pq<d,.

Demonstragao: A ideia da demonstragao é classica: motivados pelo teorema (T.4.3), iremos definir
(i,3)

uma matriz antissimétrica (a ) 0<ip<k due satisfaz

(p.m) 1<5,m<d;
dO) + 3™ apgh A0 4 3 o) A0 =,
1<e<r 1<~<k
1sh<d, (4.34)
1<e<r 1<e<k
1<n<dg¢

sejam quais forem 1 < j <r, 1 < <k, 1 <~ <dg. Da unicidade enunciada no teorema (T.4.3),
(4,5)

@ m)) o<ip<k € a matriz de 1-formas da conexao de Levi-Civita de M. Uma vez que

seguird que (a
1<j,m<d;

4O — qo0.J9)
_ Z wéo’j) /\(:)(o,z)7 (4.35)

1<t<r

e também,

dO0) — g (m@(%i))
= dh, A e 4 h, de)

= ( > e (hy) @(O’a)) AOUD 3T Wi A 00 (4.36)
1<a<r 1<0<d,

= — Z ( @(w ) A OO0 _ Z wéw‘) A é(%z)’
1<a<lr 1<i<d,
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definiremos
o) =l
ap = _e@,ﬁm) CREE
o - e
aé?”;)) = 0, para qualquer £ > 1 com & # f3.
E ficil ver que a matriz a assim definida é antissimétrica. Além disso, segue das equacoes (4.35) e

(4.36) que « assim definida satifaz (4.34), donde segue o resultado desejado.

Lema (L.4. 8). Seja M = B xp, N x -+ x5, N um produto warped multiplo com métrica g =
g5 D hign, ® -+ @ hign, e conexdo VY = V. Suponha que X,Y € L(B), V € L(N,) e W € L(N,).
Entao:

(1) VxY =V5Y;

X (hg
(2) VxV =VyX = }(L )V;
0, se a7 m;
(3) VW = v, W
V(\/[”W - g(h)graudgh777 se o = 1.

n

Demonstracgao: Temos

VxY =Vyx ( Z ?(O’CL) é(o,a))
1<a<r

S {;(_<37(07a)>§(07a)+17(0’“) Vx (é(o,a))}

1<a<r
0, 0,a ~
= Z {X (Y( a)) €(0,a) +Y( )VX (e(oya)>}.
1<a<r
Agora, note que
~ ~ (1,
Vx (e(o,a)) = w éja) €(i.j)
0<:i<k
1<5<d;
(0, ~(vj _
= Y SN &0y+ D Gem(X)En
1<5<r 1<y<k
1<5<d,
= Y WP (X)eoy+ Y epa(hy) OTI(X) &,
1<G<r 1<<k e
1<5<d, =0, pois Xe€L(B)

= V% (e(O,a)> :
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portanto

ViV = 3 {X (YO) ea + YO Vi (eqa)}

1<a<r

=V§<Z Yo e(m)

1<a<r

= Vay,

onde na terceira igualdade usamos os itens (a) e (c¢) do lema (L.4.7). Uma vez que X (V(a’ﬁ)) =0,

temos também

VxV = Vx ( S ved) é(a,ﬁ))

1<B<da
= Y {X (17<a,6))é(aﬂ)+17<a,ﬁ)vx <é(a’5))}
1<B<da
)((ha) a 7 (a ~ (0, s
= X 15V Pep + VD | 3 GR0X) Gent Y B (X)8ns
1<8<dq @ 1<e<r —— 1<~y<k
=0, por (b) de (L.4.7) 1<s<d,
)((ha> «,s ~
OV Y W) ey
a 1<s,8<da ———
=0,pois XeL(B)
X (ha)
= V.
he

onde na pentltima igualdade usamos o item (d) do lema (L.4.7).

Finalmente, usando novamente o lema (L.4.7), temos

VvW = VV ( Z [’/[7(777/3) é(flﬁ))

1<p<dy,

= > V(WO eun+ X WOV (&4)

1<B<dy 1<B<dy

= > V(WD) gua+ > WO LS G080 (V)epw + Y. G €(c.)

1<B<dy, 1<B<dy, 1<a<r 1<E<k
1<y <d;
1w m8)\ = 117 (m:8) €(0,a) (hn) (rm
= Y V) gt Y ey St pang, s L),
1<B<d, 1<p<dy 1<a<r n 1<<d,
.o (h
= 5 V() s + TV (6)} - 3 P g
1<B<d, 1<a<r n

Ny g(v7 W)
= Vag,inW = day A gradghy

U
Ny e
= Oan <VV W — ( , >grad8hn> .
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Observacao (0.100). A progressao “natural” ap6s termos calculado as 1-formas de conexao no lema

(L.4.7) seria usarmos o teorema (T.4.4) para calcularmos as 2-formas de curvatura. Nao faremos isso
pois para determinarmos Rm, esse caminho é bem mais complicado em comparac¢ao a simplesmente
usarmos a definicdo de Rm nos célculos, amparados do lema (L.4.7). Faremos isso na demonstracao do
lema (L.4.10).

Lema (L.4. 9). Seja M = B xp, N& x - - X hy /\/’,f‘“ um produto warped multiplo com métrica g =
95 @ hign, © - @ hign,. Denotemos grad™ = grad e AM = A. Se ¢ € €°(B) e ¥ € €=(N}), entdo

(1) grad(¢ om) = gradze;

(2) mad(v oo,) = E2NY,
3) Aldor) = Apd+ digB(gradBQgradlghi);
(3) A(pom) BY 1;k n
Ay
(4) A ooy = 240

Demonstragao: Fixe p = (pg, q1, ..., q) € M. Uma vez que ¢ o7 é constante em {po} X N7 X ... x N}

seja qual for pg € B, temos

grad (pom) (p) = > e (p) (¢om) eo(p)

1<i<r

= > d(¢om) ( e, (p )) €(0,)(p)

1<i<r

= Z dop, (e(O,i)(p(])) €0, (P)

1<i<r

= > e0.(po) (¢) e (p)

1<i<r

= (gradso) (p)-

Analogamente,

grad (voo;) (p) = D €uy(p)W)eun(p)

1<5<d;

= h;* (grady ) (p).

Da definigao do Laplaciano, do item (2) do lema (L.4.8) e do item (1) do lema atual, segue também
que

Afgom)= 3 g(Vew,Vo0e00) + X 9(Va,, V50.800)

1<i<r 1<a<k
1<8<da
VE¢) (ha) _ N
=AQpp+ ) 9(( h) €(0,5)5 €(a,8)
1<a<k a
1<B<da
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Finalmente,

Aoo)= > g(Vew,j)V%e(o,j))Jr > Q(V’émﬂ)vw,ém,ﬁ))

1<j<r 1<a<k
1<B<da
= 2 9<Ve(o,j) <h2 )ﬁ(w)) + 2 9(%’(&,,3) <h2 &(a.5)
1<5<r 7 1<a<k 7
1<B<da
2e ) (hi) : 1 :
= % o2 ek v, Teny
1<j<r i i
- Ni
+ Z hz 49 (Ve(a,ﬁ)v w7e(aﬁ))
1<a<k
1<B<da
- f N
= 3 020" (Ve VYVt eas))
1<a<k
1<B<da
= hi_Q ANZ@Z)

Lema (L.4.10). Seja M = B x;, N x --- x;,, N um produto warped miltiplo com métrica
g = gs®hign, @ - -®higy, . Denotemos Rm™ = Rm e tomemos X, Y, Z € L(B),V € LIN,), W € L(N,)
e U € L(N3). Entao

(1) Rm(X,Y)Z = Rmp(X,Y)Z;

(Viha) (X, Y)
ha

(3) Rm(X, V)W = Rm(V, W)X = Rm(V, X)W = 0 sempre que « ¢ {n};

(2) Rm(V, X)Y = —

Vi

(4) Rm(X,Y)V = 0;
(5) Rm(V, W)X =0, sempre que a = n;

(6) Rm(V, W)U = 0, sempre que « € {n} # {5};

gradgh,, gradghgs)

(7) Rm(U, V)W = —¢g(V, W) 95( U sempre que a € {n} # {5};

hahs
VW
(8) Rm(X, V)W = 4 h7 )Vg(gradgha), sempre que « € {n};
radzh, ||?
(9) Ran(V, W)U = Ry, (Ve W)U LE8eE (g0, = 900,00V, sempre e {an} = (3.
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Demonstragao: O item (1) é uma consequéncia direta do item (1) do lema (L.4.8). Para provar o

item (2), note inicialmente que [X, V] = 0 como consequéncia imediata do lema (L.4.6), de forma que

Rm(V, X)Y = Vvvxy - VXVVY

Y (ha
zvvvgiY—vX< ( >v>

ha
(VEY) (ha) Y (ha) Y (ha) X (ha)
= V—X(ha )V— . . V
 Vesy(ha) X (Y(ha))., X (ha) X (ha) Y (ha)
= 7}1& V — . V h2 Y (ha) V — h2 4
_ (Hess, () (X.Y) |,
e ‘

O item (3) segue como consequéncia direta do item (3) do lema (L.4.8). Agora, segue do item (2) do
lema (L.4.8) que

Y X (hq
VXVYV—VYVXV=VX< (ha)V>—Vy< UL)V

ha ha

=X (Y}(LZQ)> vV + Y}(LZ“) VxV -Y Xéf‘”) V- XZEZ“) VyV
_ X (Y (ha)) X (ha) Y (ha) X (ha)
== V- oy Y (ha) V + ™ e 1%

Y (X (ha)) X (ha) X (ha) Y (ha)
R V + ) Y (hy) V — e e 1%

[X, Y] (ha)
= S 1%
=VixynV,

e portanto Rm(X,Y)V = 0, como afirmado no item (4). O item (5) é uma consequéncia simples do
item (2) do lema (L.4.8). De fato,

Run(V, W)X = Vy Vip X — VgV X — Vi X
_ X (ha) X (ha) X (ha)
=Vy ( . W) Vw < . V I [V, W]
X (hy,
= }E ) (VyW —VyV — [V, W))

=0.

O item (6) é uma consequéncia direta dos itens (3) e (1) do lema (L.4.8). Para provar o item (7),
note que novamente como consequéncia do lema (L.4.6), temos [U, V] = 0, de forma que usando o lema
(L.4.8), obtemos:

Rm(U, V)W = VUVVW - VV VUW
——

=0
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. gV, w
=Vy (VJVV W — <h> VBha>
~ 9 (:’ W) 9, v5h,
g(V, W) (V°ha) (1)
= — U
he hg
VW) gs(gradgh,, gradghg) U
hahg
Iremos agora provar o item (8). Primeiramente, temos
VW
ViVyW = Vy (vNaW 9. W) ; ) VBha>
— ]gha) vNaW X (g(‘/; W)) vBha . g(V7 W) VXVBh»a
X h X (h
( oe) V W— (g(VXV,W)—I—g(V,VXW)) VBha—i— ( 026) g(V,W)VBha
he ha (ha)
. g(‘;; W)Vgi(vl?ha
X (ha) o X (ha) 5, X (ha) 5, 9V W)os o
= VyeWw —2 V.W)V=h, + V.W)V=h, — VVh
ha 1% (ha)2 g( ) (ha)Z g( ) ha
X (hq X (g W
_ X () Ve — ( 2) g(V,W)VBh, — V. >v§§v5h
ha (he) ha
Outrossim,
X (hq)
VyVxW =Vy < lg )
(hOé ( V W) vBha>
_X ha N, ) 5
= VyeW — V,W)V=h,.
Como [X, V] = 0, segue entdao que
Rm (X, V)W = —g’(‘gw) V& (gradghy).

Finalmente, para provar (9), note primeiramente que Rm(V, W)U € L(N,), ja que dados X € L(B) e
L € L(Ng) com £ # a, temos

g Rm(V, W)U, X) = —g(Rm(V,W)X,U) =0, pelo item (5);
g Rm(V,W)U, L) = —g (Rm(V,W)L,U) = 0, pelo item (6).
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Segue entdao da equagio de Gauss e do item (3) do lema (L.4.8) que dado qualquer C' € L(N,), temos

g (Rm(V, W)U, C) = (ha)? RV (V, W, U, C) — g (TL(V, C), IL(W, U)) + g (TL(V, U), IL(W, C))
2 e _9(V,C)g(W,U) 2, 9(V.U) gV, C) 2
= (ha)” Rm™(V,W, U, C) )’ IV5ha? + )’ IV5hall?.

Equivalentemente, como Rm(V, W)U € L(N,),

[V 5ha|?

¥ (Rm(V, W)U) = b(Rm “(V, W)U + G

{gV.U)W — g(W, ) V}) .

Como b? é um isomorfismo em cada fibra de T'M, segue, como querfamos mostrar, que

[V 5ha|?

Rm(V, W)U = R (V, W)U + =

A9V, U)W —g(W,U)V}.

Lema (L.4.11). Seja M = B x;, N x --- x;,, N um produto warped miltiplo com métrica
g9 =095®higy, ®-- @ hign,. Suponha que X,Y,Z € L(B),V € LIN,) e W € L(N,). Entdo:

d
(1) Ric(X,Y) = Rics(X,Y) = 3" TEVA(h,)(X,Y)
1<pu<k "B
(2) Ric(X,V)=0;
(3) Ric(V,W) =0se a#n;
(4)
ABha vahaHQ
— da _ 1 L LI
ha ( ) (ha)2
Ric(V, W) = RicVe (V,W)— g(V,W), sea=n.
ic( ) i ( ) N Z ] s (vgh%vgha) ( )
1<~<k ! hey he
yF#Q

Demonstracgao: Primeiramente, temos

Ric(X,Y) Z Rm( €(0,i), X, Yeo@))+ Z Rm(e(uﬁ) XYeuB)

1<i<r 1<p<k
1<B<d,,

VZh,) (X,Y
=Ric®(X,Y)+ Y 9<—( ) )eww &, ))
1<u<k hu
1<p<d,,

. d
=Ri*(X,Y)- ¥ W (VEhu) (X,Y).
1<u<k

Pagina 144 de 151



4.3.0 Resultados principais

Pela ¢°°(M)-bilinearidade de Ric, para provar os itens restantes podemos supor sem perda de generali-

dade que V = e, 3 ¢ W = €(;¢). Temos

Rie(X,V) = Y ¢ (Rm (e, X) Viewn) + D g(Rm (e, X) Vieps)

1<i<r 1<~v<k
1<0<d,,
== > g(Rm (e X)epn, V)= X g(Rm (X eqn) s eqo)
1<i<r 1<~v<k
=0, por (1) de (L.4.10) 1<¢<dy =0, por (3) e (8) de (L.4.10)
=0.
Se o # n, temos:
Ric (&(a.), €ne)) = Z g (Rm (e(0,):8(0) Engy-€0) + 2 9 (R (€00 8(0)) B €0)) -
<~<
=0, por (3) de (L.4.10) llgp'yfd’:

E 6bvio que os termos do tltimo somatdério do lado direito acima todos se anulam. De fato, se v = «a isso

é absolutamente trivial, e quando v, « e 1 sao todos distintos, o item (3) do lema (L.4.8) garante que

Rm (&(;.5), &(a,9)) Ene) = 0-

Agora, quando o = 7, temos

Ric (&(a,5) 8ae)) = D 9 (Rm (€(0,),8(0)) Saeyr€0) + 2. 9 (Rm (8,7, 8(09)) &ae): &)

1<i<r 1<~v<k
1<p<dy
) L
= g( VS, Vohaseq >+ > 9 (Rm (Sap): 8a)) Ea.e)s Slan)
1<i<r 1<p<dq
+ > Q(Rm( )> €(a, ))é(a,@»é(w,p))
1<~<k
yFa
1<p<d,
b
:—hijABha
- _ _ VBh,||? _ ~
+ > 9<Rm ‘”(em,p)ae(a,m)e(a,éﬁw{5pfe< _5ﬂ€e<avp>}7e<a7p>>
1<p<da a

95 (VPhy, VBh,)

> 9 (555 T 5<v,p)aé(%p>)
v Mo

1<y <k

YF#a
1<p<d,

dpe N (=~ V8|2 VP ha|?
= === Apha + Ric™™ (€(0,8), €(ae)) + 3 0pe — — 35—
ha ( ) (ha)” (ha)”

gB VBh ,VBha
_555 Z d’)’ ( 3 'Yh )
~ Mo

1<v<k
YF#o

6B§d
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Aghg
ha

IV2ha®

+ (dy — 1) h )2

= RiCNa (é(a”@)), é(ayg)) — B B g (é(a,ﬁ)a é(a,g)) :
+ Z d, = <V thf;v ha)
1<y<k T
YF

Lema (L.4.12). Seja M = B x;, N® x - x; N um produto warped miiltiplo com métrica
g=gp D hfg/\/l B P hig/\/k. Entao a curvatura escalar de M é dada por

Agh; dzh;
R=Rs—-2 Y d Bl | Z 2 AT ||gralg 1%
1<i<k hi 1<i<k h 1<i<k h;
LY Y d4.4,77 grachugrache)‘ (4-37)
1<i<k 1<t<k hihy
t£i
Demonstracgao: Temos
R= ) RIC( (0,4) e(ol)—i— > RIC( ),é(a,¢)>
1<i<r 1<a<k
1<p<da
d,
= Ra— 30 3t (Vah) (ewo:e0s)
1<u<k M
1<i<r
Aphg, |VBh|?
— + da_l LIt L
ha ( ) (ha)2
+ Z RicMe ( e(ago))_ Z B B g(é(a,w)vé(a#p))
1<a<k 1<a<k 9B (V hV,V ha)
1<p<da 1<p<da + Y d,
1<y<k hoy ha
YF
Agh dghy
— Rp—2 Z:¢L:“ Y 4 ( MﬁLQAL
1<u<k 1% 1<u<k (hM) 1<p<k (hM)
19553 VBhW,VBha
+ > Y dad, ( T )
1<a<k 1<~v<k v
YF
[ |

Exemplo (E.4.6). Para este exemplo, lembramos primeiramente que uma variedade Riemanniana

(M, g) tem curvatura seccional constante igual a S € R se, e somente se, seu tensor de curvatura é dado

por
Rm=5(g®yg),

ou, equivalentemente, se e sé se,

Rm(X7 Y, Z, W) =5 (Q(X? W) g(}/a Z) - g(X7 Z) g(Y7 W))a
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sejam quais forem X, Y, Z, W € I' (T'’M). Agora, denotando

R", se k = 0;
Q"(k) = {S™, se k = 1;
H", se k = —1;

temos (conforme demonstrado em [30]) que o tensor Riemanniano de Z x;, Q" (k) (onde Z C R é um

intervalo aberto e h é uma funcao real suave e positiva definida em Z) é dado por

R, 2,0) = (5 0, ) 00X, 2) 000 00) - (X, W) (1. 2)
(hh/,_(h,)%r%ow ) 9(X,2)g(Y,0,) g(W.0,) — g(Y,2) g(X,0) g(W, )
E o

—g(X,W)g(Y,0,) g(Z,0,) + g(Y, W) g(X,0) g(Z,0,)
Em particular, Z x, Q" (k) tem curvatura seccional constante igual a C' € R se, e somente se,

n 2 B 1N 2
(") m é constante e — = ()7'%

U= R

Consequentemente,

S™ é localmente isométrico a Z X gen(t) sm 1

H" é localmente isométrico a Z X+ R" 1 eaZ X senh(t) s

R™ é localmente isométrico a Z x; S* 1.
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