One chart to rule them all!

/

E comum na literatura usar o fato de que tensores sao livres de coordenadas sem explicitar formalmente
o que se quer dizer com isso. O proposito principal desse texto é justificar tal frase detalhamente. Antes,
estabeleceremos algumas notacoes e conceitos preliminares importantes:

Notacao (N.1). Denotaremos por V um espago vetorial real fixado de dimensao finita, digamos dim (V) = n.

Notacao (N.2). (M",g) denota uma variedade Riemanniana fixada de dimensao n, e ¥°° (M) denota o
espaco de todas as fungoes reais suaves definidas em M.

Notacao (N.3). Seja M"™ uma variedade diferenciavel, v : U C M — V C R" uma carta em torno de

0
um ponto p € M arbitrariamente fixado e {8 = 81} C I'(TU) o referencial local induzido por .
zt 1<i<n

Denotaremos por {dz'}i<;<, C T'(T*U) o seu co-referencial associado, definido por:

da' - U - T*U
p— dz'| : TL,M—R
P
v e dat| (v) =0
P
;9 .
para cada v = Z v' —| € T,M. Equivalentemente,
152, O
<i< p
dz'| | =—| | =9; .
xp(ﬁgwp) i PEU

No caso especial M = R™ em que temos uma tnica carta ¢ = Id e os (co-)referenciais se tornam globais, os

denotaremos por
. 0
{drz}1<'< ¢ { 2} ’
== I} cicn

que podem ser naturalmente identificados com a base canodnica de R". Note que, por um calculo muito
simples, a diferencial da i-ésima funcao coordenada da carta ¢ (dada por r* o, onde r* : R" — R é a

projecdo na i-ésima coordenada de R™), coincide com dz’, id. est, dz* = d (ri o 1p>, o que justifica a nossa
notacao.

Definicao (D.1). Um tensor real de tipo (r,s) em V é uma aplicagdo multilinear 7' : (V*)" x V¥ — R. O
conjunto de tensores reais de tipo (r,s) em V sera denotado por .7, (V).

Definicio (D.2). Sejam 3 = {e;}1<i<n € B* = {€'}1<i<, bases duais de V e V*, respectivamente (ou seja,

e'(e;) = 5;» para cada 1 < i,7 <n). Dado T € .7 (V), os componentes de T' na base ( sdo os niimeros reais
definidos por:

i1 . i i
T, =T, e ey, ,e),

sejam quais forem 1 < 4y, -4, J1, - js < n.
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Observacao (0.1). Uma interpretacao errénea da frase “tensores sao livre de coordenadas” seria dizer que
dadas quaisquer duas bases {e;}1<i<n € {€;}1<i<n € qualquer T € .77 (V), vale que

R
T TJl"'Js - T le"'js"
sejam quais forem 1 < iy, 00, J1, " 5 Jey b1, 5 0p, J1°* Jr < 1, 0 que é evidentemente um absurdo! Na
verdade, o que acontece é que para provar que dois tensores T, Q € 7 (V) sdo iguais - ou seja, que vale
1 T _ 1 T
T(w y W, UL, 7/05) _Q<w y WU, 7vs)7
seja qual for (w', -+, w", vy, ,vs) € (V¥)" x V¥, é suficiente provar que
i1eip o yiped
T jige = Q™ g
sejam quais forem 1 < 4y, -+ 4,51, - ,Js < n, 0 que é evidentemente verdadeiro pela multilinearidade
de T e Q). Equivalentemente, para definir um tensor 7' € 7, (V), é suficiente declaramos qual é sua agao
em {e',---,e", e, -, e}, ou seja, é suficiente especificarmos os n"** ntimeros reais {1 .., }. Quando

r+s=mn =23, por exemplo, podemos pensar em 7' como um “cubo” de dimensoes n de 3* = 27 nimeros.
Portanto, de certa forma tensores sao generalizagoes das matrizes usuais “bi-dimensionais” (equivalentemente,
transformagoes lineares) que ja conhecemos.

Como é comum com construcoes envolvendo somente Algebra Linear, as consideracoes acimas podem ser
“fibralizadas”, num sentido que formalizaremos a seguir.

Definicao (D.3). O fibrado (a, b)-tensorial em M ¢é definido por

ZH(TM) = U F(LM)={(p,T) | pe MeT € Z(T,M)}
peEM

a+b

Observacgao (0.2). Note que Z,*(T'M) é uma variedade diferenciavel de dimensao n+n*"". Sua topologia

e atlas sao induzidos de forma andloga a do fibrado tangente usual. Ou seja, se

A={¢a: Uy = 0a(Us) CR"}oer

é um atlas maximal de M e
7 Z(TM) - M
(p,T) —p

denota a projecao natural, definimos um atlas de Z,*(7T.M) por

peUq

A {% L T (Ua) = U FUTM) = pala) xR C R”W*b}
ael

onde 1, é definida por

o 0 ) ‘ ‘ ‘
o | q, T/ (q) - I | ®...Q — R@dr)| ®@dr?| ®...®dr?
Va | 4 1<i1§ib<n AL owa |, 0z |, o |, q q a
1<51,,Ja<n
o ) 0 o . ‘ .
= | ¢alq), T 7 (q) - — —| ®..0 —| @drl| @dr?| ®...@dr?
(20 (Q) 1<Z-1;ib<n 1..-2p (Q) a?”‘&l . arg? . aréa . e q « q [0} q

1<d1,-0Ja<n

e declaramos que um subconjunto O C Z*(U,) é aberto em Z,%(U,) se, e somente se, ¢,(0) é aberto em
a-+b

0a(Us) X R™ .
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Definicao (D.4). Diremos que uma secao 17" € I' (Z,*(TM)) é um campo tensorial em M.

Observacao (0.3). Observe que é comum chamar um campo tensorial simplesmente de um tensor.

A fortiori, quando temos dois tensores (a priori ndo necessariamente iguais) definidos numa variedade
Riemanniana, o fato de tensores poderem (por defini¢ao) ser avaliados pontualmente nos garante que para
provar a igualdade entre os mesmos basta fixarmos arbitrariamente um ponto p € M", um referencial
local conveniente { E;}1<;<, (que comumente é um referencial geodésico ou um referencial induzido por uma
carta local) em torno de p e provarmos que as igualdades entre componentes sao satisfeitas. Novamente,
isso mao quer dizer que as componentes independem do referencial fixado: meramente usamos o fato da
multilinearidade para garantir que a definicdo de um tensor por suas componentes é bem definida (em
contraste com aplicacbes nao necessariamente multilineares, que nao sdo determinadas por seus valores em
bases). Explicitamente, qualquer se¢ao do fibrado T € I' (%% (T M)) (comumente chamada simplesmente
de um tensor de tipo (a,b) em M) é determinada pelo conhecimento de todas as suas n%™ componentes

{T“"'i“jl...jb} C €*° (M), dadas explicitamentes por

{T (e(a’il), c ,e(a’i“), €laj1)s - -+ ,e(ajjb))} / CE™ (./\/l) s

[elS

0
_ -1
C(ag)(P) = d (30‘1 >soa(p) (8rjk ( )> ’
v (p

e {e(a’”)} ¢ a base dual associada {e(o"”)} a base {e(a jk)} , determinada por
1<t<n 1<t<n k) f1<k<n

e(a,ie) (e(Oé,jk)) — 5;;;
A direcao reciproca - ou seja, quando que certas fungoes reais indexadas sobre um atlas de M sao na verdade
componentes tensoriais - € um pouco mais complicada, de forma que nado elaboraremos mais sobre ela, mas
convém observar que tal problema aparece ao tentar, por exemplo, “globalizar” o método do referencial mével
(para mais detalhes, consulte [5]).
Resumidamente: duas quantidades geométricas tensoriais que coincidem em um sistema dado de coorde-
nadas (resp. um dado referencial) coincidem em qualquer sistema de coordenadas (resp. qualquer referencial).

onde
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