Produtos warped

EM geral, a grande maioria dos cédlculos de Geometria Riemanniana se resumem a provar igualdades
tensoriais. Isso geralmente é realizado de uma das trés maneiras a seguir:

e a maneira livre de coordenadas: nesse caso, explicitamos a acao de cada tensor em campos arbitrarios
na variedade em questao, verificando que os resultados coincidem.

o usando coordenadas locais: nesse caso, fixamos coordenadas locais apropriadas que facilitem os cédlculos
(por exemplo, coordenadas normais) e tomamos vantagem da multilinearidade dos tensores, que garante
que a igualdade s6 precisa ser verificada numa base (conforme detalhado em [1]).

o usando o método do referencial mdvel: nesse caso, fixamos um referencial ortonormal local (que in-
duz um co-referencial ortonormal local) e calculamos as 1-formas e 2-formas de conexdo e curvatura,
respectivamente, que determinam a conexao e curvatura da variedade.

Dependendo da situacao, um dos trés métodos acima pode ser significativamente mais facil de ser aplicado
do que os outros dois. Nesse texto, nos dedicaremos, com base na referéncia [2], a explorar o suficiente as
nossas aplicagoes do 1ltimo método citado acima.

Seja (M", g) uma variedade Riemanniana e fixe {ey,...,e,} um referencial local g-ortonormal definido
num aberto U C M, sendo {e',...,e"} o co-referencial associado (determinado por €’(e;) = 4;). Como
qualquer campo X € I'(T'M) se escreve localmente como

F(TU) =) X|U = Z Xj €, onde {Xj}lgjgn C CgOO(M)

1<j<n

entdo dada s € I'(TU) podemos determinar (usando a linearidade de V na primeira entrada e a regra de
Leibniz) V xs pelo conhecimento dos campos {V xe; }1<j<,. Sendo um campo em U, V xe; é uma combinagao
linear dos e;’s com coeficientes w; dependendo de X, id est:

Vxe; = Y wi(X)e

1<i<n

A €>°(M)-linearidade de Vxe; em X garante a 4> (M)-linearidade de w} em X, de forma que w} € I(T*U) é
uma 1-forma em U. As 1-formas w; em U sao chamadas das formas de conexdo, e a matriz w = (w;)lgi,jgn
¢ chamada da matriz de conexdo, da conexao V com respeito ao referencial {e; }1<i<, C I'(TU).

Analogamente, dados X,Y € I'(TU), o campo Rm(X, Y )e; é uma combinagao linear de ey, ..., e,, id est:

Rm(X,Y)e; = Y Q(X.Y)e;

1<i<n
Uma vez que
Rm(X, Y) =VxVy —VyVyx — V[X,Y]

é alternada e ¢°°(M)-bilinear, Q; também ¢é alternada e €°°(M)-bilinear. Pelas propriedades de Rm, Q; é
portanto uma 2-forma em U. As 2-formas Q; sao chamadas das formas de curvatura, e a matriz () = (Q;)
é chamada da matriz de curvatura, da conexao V com respeito ao referencial {ei,...,e,} em U.
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Produtos warped

Observacgao (0.1). Note que Q; é determinada por Rm, pois

Q) = > Qer.er) e nef

1<k <n

Z Rm(e;, e;, ek, €) e’ Nef
1<k l<n

1
2

1
2
onde a ultima igualdade segue do fato de que

Q;(ek‘7ef) =4g ( Z Qj(e]me@)esaei)

1<t<n
= g (Rm(ex, er)ej, ;)

= —Rm(e;, e;, ey, e()
Calculos diretos mostram os seguintes resultados:

Teorema (T.1). Seja (M", g) uma variedade Riemanniana e U C M um aberto em qual estd definido um

referencial ortonormal e, ..., e,, com co-referencial associado €',... e". Entdo existe wma matriz antissi-

métrica (wj)1§z',jgn de 1-formas tal que

de’ + Z w;/\ej:(), seja qual for 1 <i<n

1<j<n
Além disso, se (oz;-)K, ~ ¢ qualquer outra matriz antissimétrica de 1-formas satisfazendo
<i,j<n
de'+ Y ajne’ =0, seja qual for 1 <i<n (1)
1<j<n

(Zntd()
( ) ( z)
J <’L7 ]<TL J <Z, ]<’FL

Teorema (T.2). As formas de curvatura Q% se relacionam ds formas de conexdo w; pela sequinte equagdo,
comumente chamada da segunda equacgdo estrutural de Cartan:

Q=dwl+ > wj /\w;-“, sejam quais forem {i,j7} C {1,...,n}
1<k<n

Demonstragao: Consulte [2].

Um dos conceitos mais importantes e frutiferos de geometria Riemanniana é o produto warped de va-
riedades Riemannianas, que generaliza o produto Riemanniano comum. Tal conceito também tem grande
relevancia na fisica, aparecendo na teoria da relatividade como modelo do proprio Cosmos ou de buracos
negros (veja, por exemplo, o modelo cosmolégico de Friedmann—Lemaitre-Robertson—Walker).

Definicao (D.1). Sejam (B, gg) e (M;, gm,) variedades Riemannianas e b; : B — (0,00) fungoes suaves
para cada i € {1,2,---,k}. O produto warped multiplo de tais variedades é a variedade produto N' =
B x My x My x -+ x M, munida da métrica g = g5 ® bigr, © bsgam, D - - ® bi g, definida por

g=03(95) & (b1 0 7m)" 07 (gan,) -+ & (b 0 ) 7}, (9,
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onde gy : N'— B é a aplicacao definida por

oo : N =B
(paq17"' an)HpEB

eparai > 1, 0, : N = M, é a aplicacao definida por

oi N = M,
(p7q17"' y iyt 7Qk)HQZ€MZ

Observagao (0.2). e E comum denotar a variedade Riemanniana N=BXM; XxMyX--+x My, g=
95 D b2, ® bagm, © - - @ bigu, ) simplesmente por N = B x;, M x -+ x, MZ’“

e Quando k£ = 1, temos o produto warped simples usual.
e Se todos b; = 1, temos um produto Riemanniano trivial.

Definicao (D.2). Se ¢ : M — N ¢é uma aplicagao suave, diremos que dois campos X € I'(TM) e Y €

[(TN) estao ¢-relacionados (fato que denotaremos por X £ Y) quando Y o ¢ = dpo X.

Lema (L.1). O espago tangente 7,M de um ponto p = (po,p1,--- ,px) € M = Bx Ny X -+ x N, é
canonicamente isomorfo (no sentido de existir um isomorfismo que nao depende de escolhas de bases) ao
produto T, B x T, N7 x - - x T, Nj.

Demonstracgao: Considere as aplicagoes

Lo :B— M
B> qo— (qo,p1,.--.px) €M

e, para a > 1,

lo i Ny — M
Na 2 Go (p07p17 -+ +yPa—1;9a;,Pa+1, - - - 7pk>

Afirmo que a aplicagao v definida por

Y Tipgpr ) (BX Ny X o X N) = Ty BX T, Ny % -+ x T, N,
v (d(00), (v),d (1), (v),d (02), (V). d(0x), (1))

¢ um isomorfismo, com inversa dada por

@ TpoB X Ty Nu X -+« X Ty Nie = T pro i) (B X Np X -+ X N)
(Vos V1, -y vE) = Y d (), (ve)

0<e<k

Inicialmente, note que

a aplicacao identidade Idy, : N; = N, se i ={
0; 0Ly = L .
a aplicagao constante Ny 3 q, — p; € N;, se 1 # (
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E portanto, segue da regra da cadeia que

d(oiow), =d(oi),od ()

yza DPe
a aplicagao identidade Idr, n; : Tp,N; — T, N, se i ={ (2)
a aplicagdo identicamente nula 7, Ny 3 vy — 0 € T, Ny, se i #(

Portanto, seja qual for (vo,v1,...,v;) € Tp, B X Ty N1 X -+ x T, N, temos

0<t<k 0<t<k

(o) (ve,v1,...,0) = (d (00), ( > od (¢e),, (Ug)) sy d (o), ( > d (te),, (v@))
_ ( > d(oo), (d (), (v0) .-, 3 dlow), (d(w),, (W)))

0<t<k 0<t<k
- (UOavl7 .. ,'Uk;)
onde na tltima igualdade usamos (2). Segue que ¢ é sobrejetiva. Como T(pg py . pp) (B X Ni X -+ X Nj) e

TpoB x T, N1 x -+ x T, N}, tém a mesma dimensao, segue que 1 é um isomorfismo. Como uma aplicagao
bijetora possui um tnico inverso a direita, segue também que ¢ é o inverso de .

Observacao (0.3). Para cada i € {0,1,--- ,k}, o conjunto dos campos em M que surgem como levanta-
mentos de campos em fatores do produto serd denotado por

LN;) ={X eT(TM) | do;(X) =0, seja qual for j # i}

Dado X; € T'(TN;), é facil ver que existe um tnico campo Lev(X;) € L(N;) que satisfaz (do; o Lev) (X;) = X;
(de fato, Lev(X;) =~ ((0,---, X;,0,---,0))). O campo Lev(X;) é chamado do levantamento do campo Xj;.
O abuso de notacao de identificar um campo ou uma 1-forma com seu levantamento é portanto inofensivo,
e o cometeremos varias vezes daqui em diante. Note que Lev(X;) é o tinico campo o;-relacionado com X; e
o;-relacionado com 0 € I'(TN;) para todo j # i.

Observacao (0.4). Convém agora relembrarmos a equacao de Gauss. Dizemos que uma aplicagido entre

variedades Riemannianas f : (M" gy) — (/\/l”“’ » It ﬂ,) ¢ uma imersao isométrica quando vale

f* (aner) = gM
ou, equivalentemente,
gm(p) (v, w) = Gigus, (F(P)) (dfp(v), dfp(w))

sejam quais forem p € M e v,w € T, M. Nesse caso, cometendo o abuso usual de identificar campos com
suas extensoes, temos

Rm(X7 Y7 Z> W) = Rm(Xa K Za W) - gﬂn-&-p (II(Xv W)? II(Y7 Z)) + gﬂnﬂ) (II(X7 Z)? II(Y> W)) (3)
sejam quais forem XY, Z W € I'(TM). Nesse sentido, é importante ressaltar que, uma vez que fixarmos
b= (p07p17-"7pk) EM:BXNl X ... XNk

a inclusédo

ba (NaagNa) — M :BXh1N1 X ... thNk
o — (p())‘ -y Pa—1590;Pat1; - - - 7pk)

MATHEUS A. R. M. HORACIO Pagina 4 de 18



Produtos warped

ndo é uma imersao isométrica. De fato, fixando arbitrariamente g, € N, e denotando

P = (pOa -y Pa—1590; Pa+1s - - - 7pk)

temos

[(2a)" (920)] (4) (v, @) = gra(P) (d (ta),, (v),d (ta),, (w))
| ()
(

)
—hi ) [(0a)" < >1 (d(ta),, (v),d (ta),, (w))

=12 (1) (93.)g (A(0a)p (A (1), (0))d(Fa)g, (d (ta)y, (w)))
=12 (po) (¢0) (9n2,),, (v, w)

onde na ultima igualdade usamos a equagao (2). Porém, é claro dos calculos feitos em (4) que com a métrica
(ha (P0))” gr,» & inclusio

[ (Na,<ha (po))2 gNa) S M=B X hy N1 X oo Xy Nk
Qo > (p07'-->poz—1>Qaapa+1a--'?pk)

(
(

¢ uma imersao isométrica, de forma nesse contexto podemos usar a equagao (3) (como faremos futuramente).

Observacao (0.5). Embora usualmente a equacao (3) seja utilizada para determinar a curvatura de subva-
riedades, em algumas situa¢oes podemos usa-la no sentido contrario: ou seja, via o conhecimento da curvatura
de especificas subvariedades, podemos determinar a curvatura da variedade total. Um exercicio interessante
de Geometria Riemanniana (que comentaremos em mais detalhes no exemplo (E.1)) que utiliza essa técnica
envolve calcular a curvatura do produto warped Z x, Q"(x), onde Z C R é um intervalo, ¢ : Z — (0,00) é
uma func¢ao suave, e definimos

R" se k=0
Q" (k) =¢S", sex=1
H", se k = —1

Lema (L.2). Se ¢ : M — N é uma aplicacao suave, entao
do([X,Y]) = [dp(X), dp(Y)], VX,V € D(TM)

Demonstracgao: Segue da definicdo do colchete de Lie e da definicao da diferencial de uma aplicagdo. De
fato, para qualquer p € M e g € € (N) temos

(dep ([X, Y](p))) (9) = [X. Y](p)(g 0 ¥)
=X, (Y(gop)) - Y, (X(go¢))
= X, (dep(Y)(9) 0 ) — ¥, (dp(X)(g) 0 )
= dipp(Xp) (de(Y)(9)) — dgp(Yp) (de(X)(9))
= [dep(X), dp(Y)],(9)

|
Lema (L.3). Se ¢ : M — N é uma aplicagdo suave e X1, Xy € I'(TM),Y1,Y; € T(TN) sao campos
satisfazendo X; £ Y; para cada 1 < i < 2, entdo [X, X5] £ [V7, V2]

Demonstracao: Consequéncia imediata do lema anterior. De fato, dado qualquer p € M temos

de, ([X1, Xo](p)) = [de, (X1 (p)) , dpy, (Xa(p))]
= V1, Y2](¢(p))
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Naturalmente, o conhecimento das conexoes e curvaturas dos fatores de tal produto determina a conexao
e curvatura do préprio produto. Para determinar estes, usaremos o método do referencial mével. Antes,
estabeleceremos algumas notagoes importantes para as demonstragoes dos lemas a seguir (enunciados também
em [3] - com um erro de sinal no item (8) da Proposicao 2.4, corrigido no item (8) do lema (L.7)).

Seja M = B x;, Nt x -+ X ./\/',f’“ um produto warped multiplo com métrica

g=0g8® hign, @ ® hjgn,

e conexao VY = V. Denotaremos Nj = B e d; = dim(N;) para cada 0 < i < k. Para cada 0 < i < n, fixa-
remos referenciais locais gy;,-ortonormais, que denotaremos por {e(m- H<j<a,- Seus co-referenciais associados
serdo denotados por {0}, ; icy (e estio determinados por O (e o) = & ) As 1-formas de conexdo
e 2-formas de curvatura associadas a tais referenciais serdo denotadas por {w M <ja<d, © {Q N ia<dss
respectivamente. Sendo assim, note que

{ 1 1 1 1 }
e e €00) T €(11)y s — € ey T €(kl)y -y €

(0,1)5+ - - » €(0,r) By S0 I (1,d1) I (k1) I (kydy,)
é um referencial local g-ortonormal. Usaremos a notacao

€o,), sei =10

2 Ee(’j sei#0
de forma que
{€i) Yo<ichagi<a,

é um referencial local g-ortonormal, sendo seu co-referencial local associado dado por

{@ 53)) }0<z<k 1<j<d;

onde

é(l’]) o @(O’j), sei1 =0
| RO [ se i #0

de forma que num aberto U C M, todo campo s € I'(T'U) se escreve como

S|U: Z @ g,. . Z @(w) e(l

0<i<k 0<i<k
1<5<d; 1<5<d;

Finalmente, as 1—formas de conexao e 2 formas de curvatura de (M, ¢g) com respeito a esse referencial serao
denotadas por {@( } 0<Z7p<k e {Q } osinsk ; de forma que

1<j4,m <d;
~ - (’) ~
Ve (8pm) = > @0 (s)&u
0<i<k
1<5<d;
e ..
Rm(s1, 52)8pm) = > Qo (s1,52) &)

0<:<k
1< <d;
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Lema (L.4). Seguindo a notacao acima, seja M = B" x;, N x - x, N,j’“ um produto Warped multiplo

com métrica g = gz ® hign, © -+ D higj\/k e conexao VY = V. As 1-formas de conexao {w } 0<ip<k S0

1 <5,m <d;
dadas por

()

@((gz)) - wéo’j), sejam quais forem 1 < 5,/ <r

. e (ha) ~
@((g% = —(O’j}i(ﬁ) O para quaisquer 1 < j<re . ¢>1
’ B

5000 _ e ) &

00 =" b " sel<y<kel<aj<r

(d)

@((gqg— Vﬁw(%‘”, sel<v,8<kel<pq<d,

Demonstracao: A ideia da demonstracao é classica: motivados pelo teorema 1, iremos definir uma matriz
(i.4)
(p,m)

antissimétrica (a ) o<ip<k que satisfaz

1<j,m<d;

0.9) 4 Z a(g’é)/\@” + Z a ’] /\@Vﬁ =0

1<e<r 1<y<k
B 1<B<dy B (5)
0¥ 4 > oz(gz) A OO 4 > agg’%) AOEM =
1<e<r 1<¢<k
1<n<de

sejam quais forem 1 < j <r, 1 < 3 <k, 1 <7 <dg. Da unicidade enunciada no teorema 1, seguird que

(aggﬁlo o<ip<k ¢ a matriz de 1-formas da conexao de Levi-Civita de M. Uma vez que
1<j,m<d;

4604 — 3e©4)

1<4<r
E também
400 = d (h,00)
= dh, AOOI) 4 b, dO0)
= ( Z €(0,q) (h,) © Oa)) A OO — h, Z wlgw‘) A QD (7)
1<a<lr 1<0<d,
1<a<r 1<0<d,
Definiremos
aEO’J)) c‘)(0 7)
0.9) _ _€05)() 568
e K

Y
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(5:) _ €00(8) 5s1)

hg
Oéﬁfﬂ)) =0, para qualquer ¢ > 1 com & # 3

E fécil ver que a matriz o assim definida é antissimétrica. Além disso, segue das equacdes (6) e (7) que a
assim definida satifaz (5), donde segue o resultado desejado.

Lema (L.5). Seja M = B x;, N x -+ - x,, N,fk um produto warped miltiplo com métrica g = gg® higy, ©
-+ @ higy, e conexdo VY = V. Suponha que X,Y € L(B), V € LIN,) e W € L(N,). Entao:

(1) VxY =V5Y

X(he
(2) ViV = Vy X = ](1 )y
0, sea#n
3) ViylW = V,
(3) Vv V?//"W—g<};w)grad3hn, sea=rn
n

Demonstracgao: Temos

VXy = VX ( Z ?(O’a) é(o,a))

1<a<r

= > X (VO) 80 + YO Vi (80a) |

1<a<r

=S {X (Y<°’a>)e(0,a)+y<0’a> Vx (é(oﬂ))}

1<a<r

Agora, note que

Vx (é((),a)) = ) @Eg,{z))(X) €(i,j)

0<i<k
1<j<d;
_(0,j - (v.j _
I HIES LIRS = C oL
1<j<r 1<~v<k
1<j<dy
- Z wl(IOJ)(X) e(O,j)+ Z €(0,a) (h,y) @(%])(X) é(%j)
1<5<r 1<~<k H/—’
1<5<dy =0, pois XeL(B)

= V& (e(o,a)>

Portanto

VxY = 3 {X (YO e+ YO Vx (e }

1<a<r

= V% ( > v e(o,a>)

1<a<r

=ViY
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onde na terceira igualdade usamos os itens (a) e (c) do lema (L.4). Uma vez que X (V(O"ﬂ )) = 0, temos
também

VXV = VX ( Z V(a,ﬁ) é(a,ﬁ))

1<B<dq
= > X (VD) &ap + VD Vi (Bap) |
1<B<dq
X(ha)  (a = (a 500 ) (x
- A g e | S S0 st T G500
1<B<da o 1<U<r S~——— 1<y<k
=0, por (b) de (L.4) 1<s<dy
X ha s ~
olys 3 o) S
1<s,8<de ————
=0,pois XeL(B)
X(ha)
= \%4
he

onde na pentltima igualdade usamos o item (d) do lema (L.4).
Finalmente, usando novamente o lema (L.4), temos

VW = Vy ( > wed é(n,ﬁ))

1<B<d,

= 3> VWO En+ S WOV (&)

1<p<d, 1<p<d,

- Z V(W(wﬂ)) €8 + Z W) Z ((229)) éOa + Z w €(¢)

1<B<d, 1<B<d, 1<a<r 1<¢<k
1<7<de
S 0,a (h ) nd ~ , ~
= Z V(W"'B) 0B + Z W8 { Z ( })L n V("’ﬁ)e(o@)%— Z wgw)a/)e(rm)}
1<B<d, 1<B<d, 1<a<r 7 1<y<d,
= ~ —~ _ eo.a (h
= > {V (WD) &40+ WOV (840) ) — D WQ(V, W) e
1<8<dy, 1<a<r n
N, gV, Ww
= Vg, oW — Oay (h )grach77
n
Ny g(v7 )
— 60[7’] (VV W - h grachn>
n

Observacao (0.6). A progressao “natural” apds termos calculado as 1-formas de conexao no lema (L.4)
seria usarmos o teorema 2 para calcularmos as 2-formas de curvatura. Nao faremos isso pois para determi-
narmos Rm, esse caminho é bem mais complicado em comparacao a simplesmente usarmos a definicdo de
Rm nos cédlculos, amparados do lema (L.4). Faremos isso na demonstrac¢ao do lema (L.7).

Lema (L.6). Seja M = B xy, Nt ... Xy, N,fk um produto warped miltiplo com métrica g = gg® h?gn, ®
-~ @ higy,. Denotemos grad™ = grad e AM = A. Se ¢ € €%(B) e 1) € €°(N;), entio
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(1) grad(¢om) = gradg¢

(2) grad(¢y o oy) = gra:;\m/;
3) A(pom)=App+ digB (gradzo, gradgh;)
(3) A(gom) 5 192;6 °
Ay,
(4) A(oo) = lj;;lw

Demonstragao: Fixe p = (po, q1, ..., q) € M. Uma vez que ¢ o7 é constante em {pg} x N7 X

qual for py € B, temos

grad (po7) (p) = > e (p) (¢om) eo(p)

1<i<r

= > d(gom) (9(01)( )) €0, (p)

1<i<r

= > doy, (e(O,z')(Po)) €(0,)(P)

1<i<r

= > ewi)(p0) (¢) e (P)

1<i<r

= (gradg9) (p)

Analogamente,

grad (o o;) (p) = D €uy(p)(W)eun(p)

1<j<d;

= h? (grady,v) (p)

.. X N seja

Da definigao do Laplaciano, do item (2) do lema (L.5) e do item (1) do lema atual, segue também que

Apom)= >, g<ve(01 VE6, e, ) + Z g( O ,B)qus’é(a’B))

1<e<r 1<a<
1<ﬂ<d
VE¢) (ha) _ _
=App+ > g (}L)e(a,ﬁ)’e(a,ﬁ)
1<a<k a
1<B8<dan
VE®) (ha
=Agp+ > da( h>< )
1<a<k «
95 (VE¢,VPh,
— App+ Y d, al . )
1<a<k a

Finalmente,

Aoo) = D, g( e(o,j>vw’e(07j))+ 2 g(vgm,mvw’é("‘ﬁ))

1<5<r 1<a<k
1<B<da
= Z g (ve(o,j) (}12> 7e(0,j)> + Z g (vg(%m <h2 1 €(,8)
1<j<r Z 1<a<k ?

1<B<da

MATHEUS A. R. M. HORACIO Pagina 10 de 18



Produtos warped

2e ;) (hi 1 :
Z 9( Of;()VNl/H‘ e(o,j)vN’%e(o,j))

1<5<r

+ Z hitg (Ve(a,mv/\@%e(aﬁ))

1<a<k
1<B<da

S 02 g (Ve V0 €(a)

1<a<k
1£6<da

= h; 2 Ayt

Lema (L.7). Seja M = Bx,, N x - .. X /\/}f’“ um produto warped miltiplo com métrica g = gg® h2gn, ©

-+ @ higy,. Denotemos Rm™ = Rm e tomemos X,Y,Z € L(B), V € LIN,),W € LIN;) e U € L(N).
Entao

(1) Rm(X,Y)Z = Rmp(X,Y)Z.

(VEha) (X,Y)
ha

W =Rm(V, W)X = Rm(V, X)W = 0 sempre que o ¢ {n}.

(2) Rm(V, X)Y = — V.

(3) Rm(X,V)

(4) Rm(X,Y)V =

(5) Rm(V, W)X = 0 sempre que a = 7).

(6) Rm(V, W)U = 0 sempre que a € {n} # {f}.

dgha, gradgh
(7) Rm(U, V)W = —g(V, W) gs(gradgha, gradghy)

U sempre que a € {n} # {0}

hahs

(8) Rm(X, V)W = _g(‘;;, W) V5 (gradzhg) sempre que a € {n}.

(9) R _ ||grad3ha||2 _
m(V, W)U = Ry, (V, W)U + R (g(V, U)W — g(W,U)V) sempre que {a,n} = {5}.

Demonstracao: O item (1) é uma consequéncia direta do item (1) do lema (L.5). Para provar o item (2),
note inicialmente que [X, V] = 0 como consequéncia imediata do lema (L.3), de forma que

Rm(VV, X)Y == V\/VXY - VXVVY

Y (hq
= VyVRY — Vx <( )v>

hoz
(VEY) (ha) Y (ha) Y (ha) X (ha)
= V_X<ha>v_ he  he |
~ Vysy (ha) X (Y (ha)) X (ha) X (ha) Y (ha)
_——Effv— n vV + % Y (hy) V — 7 1%
_ (Hessy (ha)) (X,Y) v
ha
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Produtos warped

O item (3) segue como consequéncia direta do item (3) do lema (L.5). Agora, segue do item (2) do lema
(L.5) que

VxVyV = VyVyV = Vy (Y (o) v) ~Vy (X (o) v)

R ha
=X (Y}(L]:a)) V4 Y}(LZQ) VxV —-Y X}Ei“) V- X,Ef“) VyV
_ X (Y (ha)) X (ha) Y (ha) X (ha)
i V- ) Y (ha) V + R v
Y (X (ha)) X (ha) X (ha) Y (ha)
- V+ ) Y (ha) V — e e 1%
_ X Y] (ha)
= P Vv
=VixyV

e portanto Rm(X,Y)V = 0, como afirmado no item (4). O item (5) é uma consequéncia simples do item
(2) do lema (L.5). De fato,

Rm(V, W)X = VvvwX - VWVVX - V[V,W]X

() () 5

_ X}(Lha) (VoW — VoV — [V W)

=0

O item (6) é uma consequéncia direta dos itens (3) e (1) do lema (L.5). Para provar o item (7), note que
novamente como consequéncia do lema (L.3), temos [U, V] = 0, de forma que usando o lema (L.5), obtemos:

Rm(U, V)W = VUVVW — VV VUW
——

=0

=Vy (V(\//"W _ M VBha>

ha
V.W
- —g(h’) VyVEh,
g(V, W) (VBha) (hs)
= — U
ha hg
- _g(V, W) gB<grachOé7 gradlghﬁ) U
hahg
Iremos agora provar o item (8). Primeiramente, temos
V w
VxVyW =V (VN“W V. W) Vsha>
_ }(Lh/a VN W —X < (‘2 W)) VBha . g(V> W) VXvBha
X (hq VxV, W V.VxW X (hq
_ ]Ej )VO/'QW_ (g( X );g( X )) VBha—i— (h( )2) g(V,W)VBha
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Produtos warped

_ g(‘;; W>V§(V3h
= X (ha) Gy _ o X (o) (V,W)VBh, + () g(V,W)VEh, — (VW)V BVEh,
ha (ha) (ha> ha
X (ha) o X (ha) B VW) o o5
W — h
W Ve W (o) (V,W)VP”h I ViV
E também:
X
VyVxW = VV< }(Lha W)
_ X (ha) V./\/'QW o (‘/7 W) VBh
ha ha
X (ha) o X (ho) 5
VyeW — V,W)V®h
ha 14 (ha) ( )
Como [X, V] = 0, segue entdao que
R (X, V)W = —7 (:’ W) V8 (gradzha)

Finalmente, para provar (9), note primeiramente que Rm(V, W)U € L(N,), ja que dados X € L(B) e
L € L(N) com £ # a, temos

g Rm(V, W)U, X) = —g(Rm(V,W)X,U) =0, pelo item (5)
g Rm(V,W)U,L) = —g (Rm(V,W)L,U) = 0, pelo item (6)

Segue entdo da equagao de Gauss e do item (3) do lema (L.5) que dado qualquer C' € L(N,), temos

g (Rm(V, W)U, C) = (ha)? Rm™(V,W,U,C) — ¢ (II(V 0) (W, U)) + g (11(v, U), II(W 7))

= (ha)” R (V,W,U,C) — (M (ha)

IVEhal®

Equivalentemente, como Rm(V, W)U € L(N,),

V%R
(ha)’

Como b? é um isomorfismo em cada fibra de T'M, segue, como querfamos mostrar, que

b (Rm(V, W)U) = b7 (RmNa(V, W)U + Ag(V, U)W — g(W,U) V})

[V5ha|?

Rm(V, W)U = R (V, W)U + )’

A9V, U)W —g(W,U)V'}

Lema (L.8). Seja M = Bx,, N x - .. X /\/}f’“ um produto warped miltiplo com métrica g = gg® h2gn, ©
-+ @ higy,. Suponha que X,Y,Z € L(B), V € L(N,) e W € L(N,). Entao:
d
(1) Ric(X,Y) = Ries(X.¥) = 3 TEV3(3,)(X,Y).

1<p<k 'n

MATHEUS A. R. M. HORACIO Pagina 13 de 18



Produtos warped

(2) Ric(X,V) = 0.
(3) Ric(V,W)=0se a#n.
(4)

Agha IV5ha|?
+(dy — 1) ol
ha ( ) (ha)2
Ric(V, W) = Ric™ (V, W)— — g(V,W), se a=n.
LY 95 (VBhy, Vh, )
1<v<k ! hvha
YFo

Demonstracao: Primeiramente, temos

Ric(X,Y) = > Rm (e, X,Y,e0q) + > Rm (&us), XY, 84z)

1<i<r 1<p<k
1<p<dy
. VZh,) (X,Y) _ -
= RICB(Xa Y)+ Z 9 <_< s Mlz( )e(uﬁ)ve(uﬁ)>
1<pu<k ’
1<p<d,
d
= Ri®(XY) = 3 3 (Vah,) (X))
1<u<k

Pela €°°(M)-bilinearidade de Ric, para provar os itens restantes podemos supor sem perda de generalidade
que V = €5 ¢ W = ¢€,¢). Temos

Ric(X, V) Z g (Rm ( X) V,e(o,i)> + Z g <Rm (e(%g),X> v, e('M))

1<i<r 1<~<k
1<e<d
== > g(Rm (e, X) e V)= X g(Rm(X,eq)ews) en)
1<i<r 1<~<k
=0, por (1) de (L.7) 1<e<d =0, por (3) e (8) de (L.7)
=0

Se a # 1, temos:

Ric (805, 8me) = Y. 9 (Rm (e(0.)8as)) €mepre0n) + > g (Rm (80),805) Eine) Er)

1<i<r 1<~v<k
=0, por (3) de (L.7) 1<p<d

E ébvio que os termos do tltimo somatério do lado direito acima todos se anulam. De fato, se v = « isso é
absolutamente trivial, e quando ~, « e 7 sdo todos distintos, o item (3) do lema (L.5) garante que

Rm (&), &(a5)) Ene) = 0

Agora, quando a = 7, temos

Ric (&a,5) 8ae)) = Y 9 (Rm (€(0.),805)) Saeyr€0) + 2. 9 (Rm (8,7, 8(08)) &a): &)

1<i<r 1<y<k
1<p<d,
08¢ o8 B s 5
= > g( Ve, Vohaeon |+ D g (Rm (&0, &as)) Ea): Ean)
1<i<r 1<p<da
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Produtos warped

+ > g (Rm (8,0, 8(0.8)) Eae): €6 )

1<~<k

YF#a
1<p<d,

0pe
Agh,,
he °

R (& . & ~ [VEhal?
+ > g|Rm (e<a7p>ae(a,ﬂ>)e(a,£)+
1<p<daq (ha)

aB VBh ,VBha . .
> 9 (555 ( h;ha >e(%p)ae<%p>)

1<y<k

SGals
1<p<dfy

{5175 €(a,8) — Ope é(Oé,p)} ’ é(mP))

_ 0pe ~ IVEha|? [VEh|?
Aphg + RicVe €0 j), €as) ) + 0ge — 0ge dg
gB VBh ,VBha
— e > dy ( & )
1<~<k hy e
YFo

Aghg IVEhalf?
S5 (dy - 1) o
ha ( ) (ha>2
- Ny [~ ~ a a
= Ric (e(aﬁ),e(a,g)) — 95 (VBh VBha) g (e(a,ﬁ);e(a,§)>
T D
1<y<k hw ha
yF#o

Lema (L.9). Seja M = B x,, N x - - X by /\/’,f’“ um produto warped multiplo com métrica g = gg ®hign, ©
- @ higy,. Entdo a curvatura escalar de M é dada por

Agh; drh;
R=Rp-2 Y &2 L v B s g w
St hi 1<i<k h 1<i<k h;
gp(gradgh;, grad ghy) (8)

- Z Z didy hihy

1<i<k 1<t<k
i

Demonstracgao: Temos

R= Z RlC( )> €0, l)) Z Puc( )> €(a, S0)>

1<i<r 1<a<k
1<p<dqn
d
=Rs— > - (Vih) (e e00)
1<p<k "w
1<i<r
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Produtos warped

Aghy, |VEh|?
— — + da —1) ==
ha ( ) (ha>2
. Na = = - =
+ Z Ric (e(a,w), e(a#,)) — Z B B g (e(a,cp)7 e(a,gp))
1<a<k 1<a<k 95 (V hy,V ha)
1<p<da 1<p<da + Y d,
1<<k hy ha
yF#o
Agh Ry, |lgradgh,||?
= Rp — 2 ZduTM+Z 2 Zduwu_l)iszy
1<p<k 1 1<pu<k () 1<pu<k (hy)

w
g5 (VEh,, VER,)

= X ¥ dadi

1<a<k 1<y<k
afact

Exemplo (E.1). Para este exemplo, lembramos primeiramente que uma variedade Riemanniana (M, g) tem
curvatura seccional constante igual a S' € R se, e somente se, seu tensor de curvatura é dado por

Rm =5 (g® g)

(onde @ denota o produto de Kulkarni-Nomizu), ou, equivalentemente, se e s se,
Rm(X,Y, Z,W) =8 (g(X, W) g(Y, Z) — g(X, Z) g(Y,W))

sejam quais forem XY, Z W € I' (T M). Agora, denotando

R" se k=0
Q"(k) =<S", sek=1
H", se k =—1

Temos (conforme demonstrado em [4]) que o tensor Riemanniano de Z x;, Q" (k) (onde Z C R é um intervalo
aberto e h é uma fungdo real suave e positiva definida em Z) é dado por

(6, 2,0) = (7% 0 ) 00X, 2) 90 00) - (X, W) (1. 2)
N (hh// o (hl)2 1K o > g<X7Z)g(Yaat) g(mat) _g(Y7Z)g<Xaat) g(Waat)
h? g

—9(X,W)g(Y,0) g(Z,0) +9(Y,W)g(X,0) g(Z,0,)
Em particular, Z x;, Q"(k) tem curvatura seccional constante igual a C' € R se, e somente se,

(W)Y -k, Weoo(W) =k
—C = 7 é constante e m = 7

Consequentemente,

S™ ¢é localmente isométrico a Z Xgen(t) Snt
H" é localmente isométrico a Z X« R* ' ea T X senh(t) Snt

R” é localmente isométrico a Z x; S*!
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Produtos warped

Pelo lema a seguir, a variedade Riemanniana do exemplo (E.2) é localmente conformemente plana.

Lema (L.10). Seja M =7 x;, N um produto warped. Entao

M é localmente conformemente plana <= (N ,gn’) tem curvatura seccional constante

Demonstragao: Consulte [5].

Exemplo (E.2) (Séliton de Bryant). Seja gsn—1 a métrica usual na esfera redonda unitéria (n — 1)-

dimensional. Procuraremos sélitons de Ricci steady que surgem como produtos warped em (0,00) x S" 1.
Consideremos entao métricas da forma

g =dr? + (6(r))*gsn

Tomando um referencial ortonormal local em S™!, digamos

(o
90" 1<i<n—1

} é um referencial ortonormal local em (0,00) x4 S™ . Pelo item (8) do lema
1<i<n—1

010
or’ ¢ 00

vemos que {

0
(L.7), vemos que a curvatura radial de um plano passando pelo vetor radial — é dada por

or

0 10 0 10\10 0
Kiaa = K (8?“’475861') =9 (Rm (81"’¢89"> (b(%”’@?")

1
= ? - g(Rm(0,., 0pi ) 0pi, Oy)

__i'ﬁ. /i
A I
_ ¢

p

Analogamente, usando o item item (9) do lema do lema (L.7), vemos que a curvatura seccional de um plano

P,n perpendicular a — ¢é dada por

or

1 1 1
Kegpn = K <¢59i7 gﬁw‘) = g (Rm(0pi, Opi ) Opi, Opi)

= ;4 . (252 + gsn—1 ([7T§n-1Rm] (8@1’, agj)agj) ,agi)
1 ¢I 2

_¢2.<1_(¢2) ¢2>

_1-(@)

= ¢2

Portanto

o 0 7
Ric (87"’87") = Z Kipa = _<n_1)(i5

1<i<n—1
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Produtos warped

(9 dN . (1 01 8
Rlc(am’&m>_¢'RIC<¢'am’¢'&w>

2
= ¢ : Z Ksph + Kraa
1<i<n—2
1<j

= (n—2)(1—(¢)) — 00"

Concluimos entao que

¢//

¢
Agora, como consequéncia direta do lema (L.6), temos também
VA= f(r) - dr® + 6¢' [ ggns

Vemos que a equacio para os solitons de Ricci steady Ric(g) + V2 f = 0 nesse caso é equivalente ao seguinte
sistema de EDOs de segunda ordem:

Ric(g) = —(n=1)—-dr* + ((n = 2) (1= (¢)’) = 6¢") gons

"= (n—l)d;/

68" = —(n=2) (1= (¢)°) + 69"

Estudando detalhadamente esse sistema, pode-se provar a existéncia de um soéliton de Ricci gradiente steady
rotacionalmente simétrico e completo, que é inico a menos de homotetias.
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