Referenciais geodésicos

[J Ma das ferramentais mais 1iteis aos calculos de geometria Riemanniana é o uso de referenciais geodésicos.
Duas perguntas que surgem naturalmente aos alunos sao as seguintes:

e como provar a existéncia de refenciais geodésicos?
« porque nao ha perda de generalidade nos calculos ao usar referenciais geodésicos?

O proposito desse texto é responder a primeira pergunta. Para ver uma resposta em detalhes da segunda,
consulte [1].

Definicao (D.1). Geodésicas partindo de p cujas imagens estao contidas numa vizinhanga normal de p sdo
chamadas de geodésicas radiais.

Teorema (T.1). Seja (M",g) uma variedade Riemanniana e p € M um ponto arbitrariamente fixado.
Entao existe uma vizinhanga U, 3 p e um referencial local {E;}1<i<n, C I'(TU,) que satisfaz

9(Ei(q), Ej(q)) = 65 Vq € Up, e Vg, E; =0,
para quaisquer 1 < 1,5 < n.

Demonstracao: Seja U, uma vizinhanca normal de p e fixe uma base ortonormal {b; }1<;<, de T, M. Essa
base induz um isomorfismo

B:R" —»T,M
(- 2") = Z b,

1<i<n

0
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Considere agora a carta ¢ = (expp oB) em torno de p e seja { } sua base coordenada associada.
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} ¢ uma base ortonormal de T, M, de forma que podemos portanto definir E;(p) =
1

<i<n

para cada 1 < i < n. Para estender tal base a um referencial ortonormal local, basta lembrarmos do
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fato de que o transporte paralelo é uma isometria e realizarmos o transporte paralelo ao longo de geodésicas
radiais. Mais precisamente, para cada ¢ € U,, existe uma tnica geodésica radial v, : [0,1] = M ligando p
e ¢, e podemos entao definir

Ei(q) = Py, ,01(Ei(p))-

Em respeito a carta ¢, é claro que a representacao em coordenadas da tnica geodésica -, : I — M partindo
de p com velocidade inicial v € T, M é dada por t — tv, e portanto a equacao das geodésicas se escreve como

j; (o))" + 1<§<nfé‘} (v(1)) - (i (u(8))"- (i (W(t)) =0, Vi€ T eVl <k<n.

Em particular, temos

> I‘fj(p) vl =0, Yo = > v'b; € T,M, seja qual for 1 < k < n.

1<i,j<n 1<i<n

Fazendo v = 0, para qualquer 1 < a < n fixado, concluimos que FZa(p) = 0 sejam quais forem 1 < a,k < n.
Finalmente, fazendo v € {9, + 0,0, — 0,} para quaisquer indices fixados 1 < a,b < n e subtraindo as
equacdes resultantes, obtemos I'*,(p) = 0 para quaiquer 1 < a,b,k < n, donde segue que (Vy,FE;)(p) = 0
sejam quais forem 1 <1,7 < n.

Observacao (0.1). E ficil verificar que em coordenadas normais, todas as primeiras derivadas parciais de
gi; se anulam em p. Isso mostra que ndo existem invariantes geométricos de ordem < 2. Como visto em [4],
tal fato também pode ser visto pela expansao da métrica em coordenadas normais, dada por

1
gij(t) = (5@' + g Z Rmikgj ZL’k CL’K +0 <|t|3) .

1<k l<n

Observacao (0.2). Pela tensorialidade de V na primeira entrada, é claro também que o referencial geodé-
sico do lema 1 satisfaz

V.E; =0,
seja qual for v € TyM.
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