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Resumo

Mostramos que as variedades de Einstein sdo solugoes autossimilares do fluxo de Ricci
e apresentamos uma generalizacdo natural: os sélitons de Ricci. Além disso, demonstra-
mos um resultado de 1988 devido a W. Kuhnel sobre variedades de Finstein localmente
conformes a uma variedade de curvatura constante.

Introducao

DEsde sempre, uma das areas de pesquisa bastante ativa em geometria tem sido entender a
relacao entre topologia e curvatura'. Um dos problemas mais importantes do século passado
tem sido exatamente a classificacao topoldgica das 3-variedades. Mais especificamente nessa
dire¢ao, Poincaré indagou (ver [3]) no final de um artigo de 1904 (reformulada em linguagem
atual): se M é uma 3-variedade fechada com grupo fundamental trivial, entdo M é difeomorfa®
aS*?

A Conjectura de Poincaré afirma que sim e a sua prova envolve exatamente o estudo da
curvatura. Na década de 1980, Thurston desenvolveu uma abordagem (ver [5] e as referéncias 14
contidas) ao considerar 3-variedades que admitem métricas Riemannianas de curvatura negativa
constante —1. Embora hajam obstrugoes naturais a existéncia de tais métricas em 3-variedades
arbitrarias, Thurston formulou uma conjectura mais geral que, a grosso modo, afirma que
toda 3-variedade fechada pode ser decomposta de uma maneira canonica em pedacgos tais que
cada um possui um de oito tipos de estruturas geométricas. Em dimensao < 3, o tensor
de Ricci determina (e é determinado) pelo tensor curvatura, de forma que qualquer métrica
Riemanniana de curvatura de Ricci constante também tem curvatura seccional constante, e
pode-se mostrar que o recobrimento universal de uma variedade fechada de curvatura positiva
constante é difeomorfo a esfera (portanto toda variedade simplesmente conexa de curvatura
positiva constante é isométrica a esfera).

Assim, um bom palpite de uma possivel abordagem a conjectura de Poincaré e ao problema
mais geral da geometrizagdo de Thurston ¢é responder a seguinte pergunta: sob hipoteses apro-
priadas sobre o grupo fundamental de uma 3-variedade M, como pode-se garantir a existéncia
de uma métrica de curvatura de Ricci constante em M? A peca chave para produzir uma
tal métrica é a equagao do fluxo de Ricci, introduzida por Richard Hamilton, que evolui uma

Podendo ser a mesma a curvatura seccional, de Ricci ou escalar. Exemplos classicos do que se quer dizer
aqui incluem os teoremas de Killing-Hopf, Bonnet-Myers e o problema da curvatura escalar prescrita.

?Pode-se mostrar (veja [5]) que, a menos de difeomorfismos, toda 3-variedade possui uma tnica estrutura
diferenciavel. Assim, se uma 3-variedade é homotopicamente equivalente a S, ela é também difeomorfa a S.



métrica arbitraria inicial gy em M da seguinte maneira:

onde Ricy) denota a curvatura de Ricci da métrica g(t). A ideia aqui é tentar evoluir a
métrica de forma que a mesma evolua a alguma das oito estruturas geométricas fundamentais
de Thurston. O programa de Hamilton, completado por Grigori Perelman, consiste em usar
o fluxo de Ricci para atacar essa conjectura. Por meio de seus trabalhos, era esperado que o
fluxo de Ricci pudesse ser usado para inferir a existéncia de uma decomposi¢ao geométrica ao
tomar qualquer métrica Riemanniana inicial em uma 3-variedade fechada e provando suficientes
resultados analiticos, geométricos e topoldgicos sobre as solugoes correspondentes do fluxo de
Ricci com cirurgia. De fato esse objetivo foi completado, e entender como requer precisamente
uma 6tima compreensao de, entre outros varios assuntos, o fluxo de Ricci.

As variedades de Einstein

Defini¢ao 1. Uma variedade Riemanniana (M",g) é dita uma variedade de Finstein se, para
qualquer par de campos de vetores X, Y em M, vale Ric(X,Y) = \g(X,Y), onde A : M — R
¢ uma funcao real.

Observacao. Se M" é conexa e de Einstein com n > 3, entdao \ é constante em M, e se
A\ = 3 entdo M? tem curvatura seccional constante. De fato, a segunda identidade de Bianchi
se escreve d Sc = 2div(Ric) (onde Sc é a curvatura escalar de M), no nosso caso d(Atr(g)) =
ndX = 2div(\g), que fica:

20" Vi(Agge) da* = 2979, VoA da =2 d),

onde usamos a notacao de Einstein. Portanto n > 3 = d\ = 0, e pela conexidade de M, X é
entao constante. Para a segunda parte, basta tomar p € M arbitrario, um referencial geodésico
3

{e1, e, €3} em p, e entdo Y R(X,e;,Y,e;) = 2\g(X,Y). Fazendo X =Y =¢; com j € {1,2,3}
i=1

e avaliando em p obtemos um sistema para A que nos dd A = Ry212(p) = Ri313(p) = Razas(p),

e o resultado segue entdao do teorema de Schur. Tomando o traco de Ric = Ag e usando a

identidade de Bianchi é possivel também mostrar que Sc é constante.

Exemplo. E simples mostrar que qualquer variedade Riemanniana de curvatura constante é
de Einstein.

Mostraremos agora que toda variedade de Einstein é solugdo do fluxo de Ricci. De fato, se
(M, g) é Einstein, entao Ric;;(p,0) = Ag;;(p,0) para todo p € M com X constante. Colocando
gij(x,t) = p*(t)gi;(x,0) vemos que Ricy;(p,t) = Ric;j(p,0) = Agi;(p,0) (é simples mostrar que
o tensor de Ricci é preservado por mudangas de escalas que nao dependem do ponto p € M).
A equagao do fluxo de Ricci se escreve entao como:

0
9t (02(t)gij(pa O)) = —2Ag;j(z,0),
que nos da a EDO

dp _ A

at  p’



cuja solucao ¢é dada por

pA(t) =1 — 2\,
Assim, se A > 0, a métrica g;;(z,t) vai evoluindo homoteticamente até encolher a um ponto
conforme t — T = o\ e se A < 0 a métrica expande hometicamente em todo instante. Esses

dois casos correspondem, respectivamente, a curvatura escalar que “explode” (vai a 00) e que
vai a 0.

Os solitons de Ricci

Como dito anteriormente, o objetivo de Hamilton era evoluir uma métrica de uma variedade
Riemanniana arbitraria dada em uma métrica de curvatura “uniforme”, mais tratavel. Ha
uma classe de solu¢bes que constituem uma obstrucao para isso: os solitons. (Geometrica-
mente (ou seja, a menos de isometrias, que sao difeomorfismos que preservam distancia), eles
evoluem sobre o fluxo de Ricci apenas por mudanca de escala. Quocientando o conjunto
das métricas Riemannianas em uma dada variedade diferenciavel pela relacao de equivalén-
cia g ~ g <= ¢, e gy diferem apenas por homotetias e difeomorfismos, vemos entao que os
sOlitons sao pontos fixos da equagao do fluxo de Ricci.

Lema 1. ([4]) Em uma variedade Riemanniana (M",g), para um referencial ortonormal
{Xy, -+, X, }, vale:
(EXg)ij = VZXJ -+ Vin,

onde V denota a conexao de Levi-Civita de g, £ denota a derivada de Lie, e V,; X, denota a
j-ésima componente de Vx, X na base {X1, -+, X, }.

Demonstragio:  Seja w a 1-forma dual ao campo X, i.e, w(Y) = (X,Y). Usando a regra do
produto, a compatibilidade da métrica e a torsao nula da conexao de Levi-Civita, temos:

(Lxg)(Y. Z) = X(g9(Y,Z)) — g (LxY, Z) — g (Y, LxZ)
= (VxY, 2) +{Y,Vx2) — ([X,Y], Z2) — (V' [X, Z])
=(VxY - [X,Y],Z2) + (Y, VxZ — [X, Z])
= (Vv X, Z) + (Y, VzX)
=Y(X,Z) —(X,VyZ) + Z{Y, X) — (VzY, X)
=Y(Ww(Z)) —w(Vy2) + Z(w(Y)) —w(VzY)
= (Vyw) (2) + (Vzw) (Y),

que ¢ uma versao livre de coordenadas da férmula desejada. De fato, se Y = X; e Z = Xj,
temos

(Vxw) (X5) + (Vx,w) (X0) = Xi(w(X))) = w (V. X)) + X (w(X,)) — w (Vx, X5)
= XX, X;) — (X, Vi, X)) + X;(X;, X) = (Vx, X;, X)
= (V. X, X)) + (X5, Vi, X)),
que é exatamente o que querfamos, pois na base {Xy,---, X,,} a métrica é dada por g;; = J;;.



Definigao 2. Seja (M", g(t)) uma solugao do fluxo de Ricci, e suponha que p; : M™ — M"
¢ uma familia de difeomorfismos dependente de t (com po = Idp) e que o(t) é um fator de
escala dependente de t (com o(0) =1). Quando:

g(t) = o (t)¢i (9(0)),
diremos que a solugao (M", g(t)) é um séliton de Ricci.

Observacao. Tomando a derivada dessa expressao e avaliando em ¢ = 0 nos da:

2 90 = 70 51(9(0)) + o) 10(0)

—2 Ricgy ) = U,(O)Q(O) + Ly g(0),

d
onde V = % pela definicao da derivada de Lie. Assim, outra equacao que caracteriza os

solitons de Ricci é:
Ric+Lyg = Ag,
a'(0) : .
Colocando A = — podemos usar o resultado do lema anterior para escrever isso em coor-
denadas como:
-2 RiCij = 2)\9” -+ VZV; + Vj‘/;,
Se acontecer de V ser o gradiente de alguma funcao suave f definida em M, diremos que
(M, g,V,X) é um sdliton de Ricci gradiente com fungao potencial f, cuja equacao fica:
RiCi]’ —I—/\g” + VZV]f = O,
Conforme a equacao acima, um soéliton de Ricci gradiente é dito shrinking se A < 0, steady se
A =0, e expanding se A > 0.

Exemplo. O charuto de Hamilton é a superficie Riemanniana completa (]RQ, gg>, onde

_da? +dy?
gz - 1 + .1'2 _I_ y27
e dz? = dz ® dz. Como uma solucdo do fluxo de Ricci, sua versdao dependente do tempo é:
dz? + dy?
95() = %
et +x°+vy
dz? + dg?
Com a mudanca de varidveis & = e %z e § = e 'y, é facil mostrar que )= ———
Ga de varidy ] y que gx(t) it g

é isométrica a gs = gx(0), ou seja, se definirmos o grupo a l-pardmetro de difeomorfismos
(conformes) ¢, : R? — R? colocando ¢,(z,y) = (e_th, e_Qty>, entao:

g=(t) = @i (9=(0)),
de forma que gx(t) é um séliton de Ricci steady. Também é gradiente, com func¢ao potencial
f(x,y) = —log (14 2% + 7).

Exemplo. Pode-se verificar que o produto (0,00) x S™*, com ¢ e com a métrica dada por
g =dr? + (é(r))*gs»—1 e a funcdo potencial f satisfazendo o sistema:

9" 2
"=n=Dg 0 =—(n-2) (1= (¢)) + 04",
define um séliton de Ricci gradiente completo, steady e rotacionalmente simétrico com operator
curvatura positiva em R". A menos de homotetia, ele é o inico que satisfaz tais condi¢oes em

R"™ para n > 3.



Os exemplos acima mostram que existem soélitons de Ricci que nao sao Einstein, e portanto os
solitons de Ricci realmente sao generalizacoes naturais das variedades de Einstein.

Definicao 3. Duas métricas Riemannianas g,g em uma variedade M sao ditas conformes
se existe uma fungdo positiva e diferencidvel f : M — R tal que para todo p € M e todo
u,v € T,M wvale g,(u,v) = f(p)gp(u,v). Uma variedade Riemanniana (M, g) é dita localmente
conformemente plana se para cada ponto p € M existe uma vizinhanga U, e uma fungao dife-
rencidvel f definida em M tal que (U, fg) € plana (isso é, a curvatura de (U, fg) se anula em

U,).

Os dois exemplos acima sao solitons de Ricci gradiente localmente conformemente planos. O
estudo de sélitons de Ricci gradiente localmente conformemente planos atraiu bastante inte-
resse nos ultimos anos, e uma classificagdo completa sé foi atingida recentemente, devido aos
trabalhos de Ni, Wallach, Xiaodong Cao, Biao Wan, Zhow Zhang, R. Bryant, Lopez e Garcia
Rio.

E natural perguntar o que acontece quando temos variedades de Einstein localmente confor-
memente planas, ou, mais em geral, localmente conformes a uma variedade Riemanniana de
curvatura constante. Mostraremos agora o tultimo resultado desse trabalho, devido a W. Kuh-
nel, de 1988: wariedades de FEinstein localmente conformes a alguma variedade de curvatura
seccional constante tém curvatura seccional constante.

Teorema 2. Seja (M",g) uma variedade de FEinstein e suponha que M é conforme a uma
variedade de curvatura seccional constante, i.e, eviste ¢ : M — R tal que (M,9*G) tem
curvatura seccional constante K. Entio (M",q) tem curvatura seccional constante.

Precisaremos de alguns lemas antes.

Lema 3. Se g, § sao duas métricas Riemannianas conformes em M, i.e § = e *?¢g = ¢~ %g com
v, : M — R, entao valem as seguintes relacoes para g e g:

1. ViV =VxY — (X@)Y — (Y)X 4 (X,Y) grad ¢

2.
R(X,Y)Z =R(X,Y)Z — (Vxgradp, Z)Y + (Vy grad p, Z) X
—(X,Z)Vygradp + (Y, Z)Vxgradp + (Y)(Zp) X
—(X¢)(Zp)Y — (gradp, grad p) - ({Y, 2)X — (X, Z)Y)
HX )Y, Z) = (Yo)(X, Z)} - grad ¢
3.

Ric = Ric + (Agp — (n —2)|| grad <,0||2> g+ (n—2)e "V (e?)

Demonstracio: A primeira equacao segue ao aplicar a formula de Koszul para a conexao de
Levi-Civita induzida por g e g. A segunda equacao segue ao aplicar a primeira aos termos da
forma VxVyZ e VxVyZ e agrupar os termos com as segundas derivadas de ¢ e seu hessiano.
A 1ltima equagao segue da segunda ao tomar o trago com respeito a uma base ortonormal.

Lema 4. Seja (M, g) uma variedade de Einstein e § = ¢"?g. Sdo equivalentes:

1. (M, g) é uma variedade de Einstein

2. Existe uma funcdo A : M — R com Vgl/} = \g



Demonstracio: Segue ao aplicar a dltima parte do lema anterior e ao usar tro V2 = A.

Para mostrarmos o teorema 2, resta entao provar que a parte 3 do lema 4 implica que (M, 9)
tem curvatura seccional constante. De fato, sendo K a curvatura seccional de (M",g) e o
um 2-subespago de T, M e tomando X,Y g-ortonormais base de o, e colocando X = X e

Y = ¢Y, temos que X e Y sdo g-ortonormais e base de . Usando os lemas ja demonstrados,
temos:

VK = K+ V(YY) + V2(X, X) + (Y)? + (X9)? — | grad o|?
1 1
=K+ - V(X, X) + V(YY) — | grad p|”

P P
LAY 1A ,
—K+-—— +-——"—|grad
T S5 e
2A
K+ 22Y ) grad o,
n

e o resultado desejado segue do Teorema de Schur.

Conclusao

Vimos que o fluxo de Ricci desempenha um papel essencial a resolucao da conjectura de geo-
metrizagdo de Thurston, e, em particular a conjectura de Poincaré (ver [6]), sendo uma bela
ponte entre analise, geometria e topologia. Apesar de o fluxo de Ricci ter ganhado mais atengao
justamente devido a ter esse poder imenso, ele préprio ¢é interessante por si s6 e ainda estudado
atualmente. Os sélitons de Ricci e as variedades de Einstein sao solugoes particulares do fluxo,
e uma vez que as variedades de Einstein sao precisamente as variedades Riemannianas de cur-
vatura de Ricci constante, é natural perguntar se as mesmas criam uma boa generalizagao ao
conceito de curvatura constante em dimensao > 3. Sabe-se que pedir curvatura seccional cons-
tante é demais (teorema de Killing-Hopf), pois geometricamente s6 existem 3 (simplesmente
conexas), e uma s6 quando fixado o sinal. Por outro lado pedir curvatura escalar constante é
muito fraco, pois pela resolucao positiva do problema de Yamabe, dada qualquer variedade Rie-
manniana compacta de dimensao > 3 com uma métrica g, sempre existe ¢’ conforme a g tal que
¢’ tem curvatura escalar constante. Pode-se perguntar entdao que condi¢des devem ser impostas
em uma variedade Riemanniana (M",g) para que M admita uma métrica de curvatura de
Ricci constante. A principio poderiamos tentar construir métricas localmente conformemente
planas, mas o teorema 2 garante que variedades de Einstein com tais métricas tém curvatura
seccional constante e portanto essa estratégia é falha. Esse é um problema em aberto, algo que
mostra que a curvatura de Ricci ainda nao é completamente entendida.
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