EXERCICIOS DE GEOMETRIA DAS FORMAS DIFERENCIAIS 2022/1

Questao 1. Mostre que se M é R® menos uma reta, entio H'(M) ndo é trivial.

Solugdo: A menos de difeomorfismo, sé6 hd uma maneira de retirar uma reta do R?, pois as posicoes dos
pontos de duas retas quaisquer diferem apenas por uma rotagao e (possivelmente) uma translagdo nao nula,
e a composicao de uma rotacdo com uma translagao é um difeomorfismo. E como a cohomologia de De Rham
¢ invariante por difeomorfismos, podemos entao sem perda de generalidade assumir que a reta retirada é o
eixo z, ou seja, considerar

M ={(z,y,2) €R’ | x # 0 ou y # 0}
Defina a seguinte 1-forma 7 em M

Yy xT

Um célculo direto mostra que 7 ¢é fechada. Mas como a integral de 7 sobre o circulo

St = {(cos(t),sen(t),0) | t € [0,27)}

/7'22%
Sl

Concluimos que 7 néo é exata (caso contrario terfamos pelo teorema de Stokes 2 = 0, um absurdo). Portanto
0 # [r] € H'(M), id est, H' (M) néo é trivial.

é igual a

Questao 2. Se M éR* menos um ponto, mostre que H*>(M) é trivial sem utilizar argumentos topolégicos.
Sugestdo: tentar adaptar o argumento utilizado acima para o cdlculo de H*(R* — (0,0)).

Solucdo: A menos de difeomorfismo, s6 h4 uma maneira de retirar um ponto de R® (basta considerar trans-
lagoes). Portanto podemos assumir sem perda de generalidade que o ponto retirado é a origem. Denotaremos
por r : R® — R a funcdo raio, dada por r(z,y, z) = /22 + y2 + 22 para cada (z,y, z) € R®. Considere em M

a 2-forma 7 determinada por

i
— " dyAdz-—
! YT (. 2) r3(x,y, 2)

-d d
(2,9.2) vAd

para cada (z,y,2) € M. Uma vez que

0 T 0 —Y
dr = — (=——— | dzAdy Ade+ — | ———— | dyAdz Ad
i <7”3(w,y,Z)> TRy (7“3(:6,%2)) SR

r3(

0z x,Y, %)
92 4 2 4 o2 2 _ 9.2 4 o2
e o -d:z:/\dy/\dz%—w-dx/\dy/\dz
ri(z,y, 2) r5(z,y, z)
24,2 _ 9,2
w—z.d$AdyAdZ
(7, y, 2)
=0
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vemos que 7 é fechada. Seja agora w uma 3-forma qualquer em M. Sem perda de generalidade, podemos
assumir que w satisfaz
fz,y,2)

="~ .dxAdyAnd
YTy ) TR

para alguma f : M — R suave. Estamos agora em busca de uma 2-forma n em M tal que w = dn. Supondo
que 1 = g7 para alguma g : M — R suave, vemos que tal condicao é equivalente a

f(x7 y7 Z)

~dz ANdy Adz =dn =dg AT = (g.dx + g,dy + g.dz) A (xdy/\dz— ydy/\dz)
2(z,1,2) = =

(1)

TGz + Y9Gy + 292
r(z,y, 2)
para cada (z,y, z) € M. Geometricamente, tal condi¢ao é equivalente a

dg|(w,y,2)<ev’) = f(]f, y7 Z)J V(%% Z) S M

= f(xayv Z)

onde

er(z,y,2) =1 (z,y,2) - (2,,2)
¢é o vetor unitario na direcao radial - ou seja, f é a derivada radial de g. Podemos entao determinar g via
integracoes radiais, id est

r(z,y,2)
g(x>yaz):/1 f(s'er) ds

Precisamos agora verificar que tal definicao de g satisfaz a equacao (1). Para isso, precisaremos dos seguintes
lemas:

Lema (L.1). Sejam F,b:R"™ — R fungoes diferencidveis. Defina a fun¢io H : R"™ — R por
t
H(t7$27"' 7'1771) = / F(y7aj27"' 7'1771) dy
1
Entao as derivadas parciais da funcao G : R™ — R definida por
G(xla"' 71.71) = H<b<x17 T ,l’n),iﬁg, T >xn)

sao dadas por

oG ob b(z1,a2, 2n) QF
axi('xlax%"' 7$n):axi($17x27"' ,l’n)F(b<l‘1,l’2,"' axn)ax%'” al‘n)—{_‘/1 o axl<y, ,ZL‘n) dy
para cada 1 <1 < n.
Demonstracgao: Primeiramente, segue da regra da cadeia que
oG 0b 87H n OH
dx; Ox; Ot  Ox;
Agora, pelo teorema fundamental do célculo, temos
oOH
ﬁ(tax%‘ o 7xn> - F(tvx%' o 7xn)
E pela regra de Leibniz, temos também
OH t oF
ot ceey) = e ap) d
axi(wa? ,SC) 1 axz(y ‘T) Yy
Concluimos entao que
0G ob b(z1,m2,520) QF
axi(xbm%”' 7$n):8$i('x17$27"' 7$n)F(b(‘rlax27"' 7xn)7x2a"' 7~Tn)+/1 o 81’1(:(/’ 7‘Tn) dy

para cada 1 < i < n, como desejado.
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Lema (L.2). Seja r : R" — R a fungao raio, deﬁm’da por r(p) = ||p|l para cada p € R™, e considere a
|| H = (h1(p),--- , ha(p)) € R"™. Entdao h satisfaz

1<i<n

fungao normalizagio h : R™ — R™ dada por h(p) =

para cada 1 < j <n fizado.

Demonstracgao: Um calculo direto mostra que

0 I 0 (fEJ) _ (5@'7’2 — TyTj
r3

Ox; 896,
Portanto
2 3 2
> wilhy), =" S R
L\ )z T r3 r3
1<i<n 1<i<n
i#j
T T
j 2 J 2 _
3 > T3 >, T =
1<i<n 1<i<n
i#] i#]

como desejado.

Defina F': R* — R por F(s,r,y,2) = f(s-e,). Segue do lema (L.1) que

9 l. rww.s) OF
&i (r,y,2) = :B? - F(r(z,y,2),x,y, 2) +/1 a—xi(s,x,y,z) ds
Zf(m,y,z)

Agora, pela regra da cadeia, temos

oF
87%(37%% =S ( Z flj j 7,)

1<5<3

Logo

gg (z,y,2) = f /T(zyz (Z f, (hj)i) ds

1<j<3

Assim, temos

8 (z,y,2)
ri o (2,y, 2 *f+ i fu; (hy); | ds
ax / <1<j<3 !

Segue que

sz 5’53/7)_7’f+5/T Z fj z ':L"i—rf

1<i<3 Li 1<i,j<n

=0, pelo lema (L.2)

e portanto a condigdo (1) é obviamente satisfeita.
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Observacao (0.1). Mutatis mutandis, o argumento apresentado acima se generaliza para mostrar que toda
n-forma fechada em R" é exata. Explicitamente, em tal caso bastara considerar

>+ (da')

1<i<n

(T’(Il, e 7In))

T =

n
2

e usar os lemas demonstrados anteriormente.

Questao 3. Mostre que se uma 1-forma exata definida em uma variedade M sem bordo é nao nula em
todos os pontos de M, entdo M ndao é compacta.

Solugao: Precisaremos do seguinte lema:

Lema (L.3). Seja M uma variedade compacta e sem bordo e f: M — R uma fungao suave. Entdio existe
um ponto p € M tal que df, = 0.

Demonstracao: Como M ¢é compacta e f é a fortiori continua, existe um ponto de maximo p € M de f,
ou seja, um ponto p € M tal que f(p) > f(q) seja qual for ¢ € M. Fixe v € T, M arbitrariamente e tome
uma curva v : (—¢,¢) — M tal que v(0) = p e 7/(0) = v. Temos entao

A =G| e
i 00 = (Fo)©
t—0 t

Uma vez que v(0) = p é por constru¢ao ponto de méaximo de f, segue que (f o~v)(t) — (f ov)(0) < 0 seja
qual for ¢ € (—¢,¢). Portanto

0 1 FoNO=(FoNO) < i L2DO = (F)O)

t—0+ t t—0— t

Como f é suave, os limites laterais acima coincidem, donde concluimos que

a5, () = lim 2D = (F27)(0)

t—0 t

=0

O resultado desejado segue entao da arbitrariedade de v.

Mostraremos agora a contrapositiva da questao: ou seja, que toda 1-forma exata definida numa variedade
compacta sem bordo é nula em algum ponto de M. De fato, se w é uma 1-forma exata em uma variedade
compacta em M, entdao w = df para alguma f : M — R suave, donde segue pelo lema anterior que w se
anula em algum ponto de M.
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Observacgao (0.2). No caso em que M tem bordo, o lema (L.3) é falso: para um contra-exemplo, basta
considerar a 1-forma dz na variedade compacta uni-dimensional [0, 1] (cujo bordo é {0,1}). A demonstragao
desse lema nao pode ser estendida ao caso com bordo pois vetores tangentes no bordo podem surgir de
curvas definidas somente em intervalos da forma (—e&,0] ou [0,¢), de forma que o argumento dos limites
laterais coincidirem ndo pode mais ser usado (em tal caso (f o «y)(t) ndo fard sentido para um dos limites
laterais).

Questao 4. Mostre que o produto exterior definido para formas diferenciais em uma variedade M de
dimensdo n induz um produto entre classes de cohomologia: para [w] € H*(M) e [1] € HY (M) definimos

WA 7] = [wAT]
Utilizando o produto definido acima, verifique que a soma direta dos grupos de cohomologia

H' (M) = ;éﬂ’%m

admite uma estrutura de anel (no sentido algébrico).

Observacao (0.3). No enunciado original da questdo hd um erro de digitagdo: devemos tomar formas
[w] € H*(M) e [r] € HY(M), ndo formas de mesmo grau.

Solugao: Todas as propriedades algébricas que definem um anel sdo obviamente satisfeitas: H*(M) é clara-
mente um grupo abeliano sob a adicao e um monoide sobre a operacao de multiplicagao A, e A é distributiva
em relagao a adigao por definigdo. Resta apenas verificar que A induz uma aplica¢ao (que por um abuso de
notagao inofensivo é também denotada por A) bem definida sob as classes de equivaléncia de formas fechadas
(onde duas classes de equivaléncias sao iguais se seus representantes diferem por uma forma exata - j& vimos
que tal relagdo é bem definida) - ou seja, que o produto exterior de formas fechadas é uma forma fechada e que
a aplicagao que A induz sobre as classes de equivaléncia de formas fechadas nao depende dos representantes
escolhidos. De fato,

o se [w] € HY(M) e [r] € HY(M), entao
dwAT)=(dw) AT+ (=) - wAdr =0
e portanto w A 7 é fechada sempre que w e 7 sdo fechadas.
e se 7' =7 +do, entdo
WAT =wAT+wAdo
Mas como
dwAo)=(dw) Ao+ (—=1)*-wAdo=(—1)"wAdo (pois dw = 0, ji que w é por hipétese fechada)

segue que wA o é exata: ou seja, wAT e wAT diferem por uma forma exata, e portanto [w/\T’] = [wAT].
Mutatis mutandis, vemos que se w’ é outro representante de w, entao [w’' A 7] = [w A 7]. Isso conclui a
verificacdo que a aplicagado A estd bem definida sobre as classes de equivaléncia.
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Questao 5. Calcule a co-homologia de De Rham da esfera n-dimensional S™.

Solugao: Primeiramente, note que por S"™ ser conexa, HSR(S") = R. No que segue, consideraremos os
abertos U = S" \ {p}, V = S"\ {¢}, onde p,q € S" sdo pontos arbitrarios, que sdo difeomorfos a R"
via a projegao estereografica. Também é facil ver que a intersecio U NV = S"\ {p, ¢} ¢é difeomorfa
a R"\ {0} (novamente via a projecio estereogrifica), que tem o mesmo tipo de homotopia que S" '
T
via a retragao R" \ {0} > z — Tl €S™ ). No caso n = 1, o seguinte pedaco da sequéncia exata de
T
Mayer-Vietoris

Hig(UNV) = Hig(S") = Hg(U) © Hyg(V) = Hig(UNV) = Hyg(S') = Hig(U) © Hig(V)
pode ser escrito como
0—-R—R*—=R>— HRp(S")—0

Segue que
1-2+42—dimHRi(S'") =0 <= dim Hjz(S") =1

e portanto Hjz(S") = R. No caso n > 2, usando o fato de que U e V sdo difeomorfos a R™ e sua intersecio
é conexa, vemos que o seguinte pedacgo da sequéncia exata de Mayer-Vietoris:

H(;P}(U nv)— HgR(Sn) - Hc(i)R(U) D HgR(V) - HgR(U nv)— HéR(S”) - HjR(U) D HéR(V)

pode ser escrito como
0—-R—R* =R — Hip(S") =0

Logo,
1-2+1—dimHjz(S") =0 < HR(S") =0

Quando n > 2 e k > 2, podemos usar o seguinte pedago da sequéncia exata de Mayer-Vietoris
0= Hyp (U) & Hyg (V) = Hag ' (UNV) = Hyg '(S"7) — Hyp(S") = Hip(U) @ Hyp(V) = 0

para concluir que
Hiy(S") = Hig' (8"

Portanto,
Hip(S") = Hig'(S"71) = - Hip(S%) = Hip(S') =R

E em geral, quando ¢ > 1 e n > 2, temos de maneira inteiramente analoga
HiR“(S") = Hgg"~'(S"™") = - - = Hip(8"™"%) = Hip(S™) =0

Esta entao provado que:
R, seke{0,n}
0, caso contrario

Hiy(S") = {

Questao 6. Calcule a co-homologia de De Rham de uma superficie S compacta, conezxa e orientada, de
género g.

MATHEUS A. R. M. HORACIO Pagina 6 de 17



EXERCICIOS DE GEOMETRIA DAS FORMAS DIFERENCIAIS 2022/1

Solugao: Denotaremos uma superficie genérica que satisfaz o enunciado da questao por X,, e denotaremos

o complemento de um ponto de ¥, por ig =%, \ {p}. Afirmo que

R, se k=0
HiR(3,) ={R¥,  sek=1
0, caso contrario

R, se k € {0,2}
Hig(Z) ={R¥  sek=1

0, caso contrario

Ja lidamos com os casos g € {0,1,2} em aula. Supondo a hip6tese de indugao que a afirmagao é valida para
algum inteiro g > 2, mostraremos que também ¢ valida para g + 1. O caso k = 0 ¢ trivial pela conexidade
de todas as superficies envolvidas. Uma vez que ¥ 41 = ¥, U ¥; (abertos cuja intersecdo tem o mesmo tipo
de homotopia de S'), temos o seguinte pedaco da sequéncia exata de Mayer-Vietoris:

0= Hgp(Xg41) — HéR(ig) & Hip(X) S R — Hig(Zg41) = 0
que pela hipétese de inducgao, se escreve como
0= Hip(Sg41) = R SR — H2 (Sg41) — 0

Pelo lema 28.3 do livro An Introduction to Manifolds de Loring Tu, a aplicacdo @ = 0. Pela exatidao da
sequéncia de Mayer-Vietoris, concluimos (basta usar repetidamente o teorema do niicleo e da imagem) entao
que Hig(Sg+1) = R0 e Hip (Zg41) = R. -

Resta provarmos que a afirmacao ¢ satisfeita para o inteiro g + 1 no caso de ¥,4;. Cobrindo ¥ ;; com os
abertos igﬂ e um disco DD, contendo p, temos o seguinte pedago da sequéncia exata de Mayer-Vietoris:

0— HéR(Zg+1> =R HéR(igH) D HéR(Dp) SR—-R— HgR(igH) —0

Novamente, a = 0, donde concluimos pela exatidao da sequéncia de Mayer-Vietoris que H, éR(ig-l—l) = R2o+1)

e H (Q“R(f]gﬂ) = 0 sempre que k # 0. Isso conclui a demonstracao por indugdo da nossa afirmacao inicial.

Questao 7. Calcule a co-homologia de de Rham do plano projetivo real RP?.

Solugao: Faremos o caso mais geral e calcularemos a co-homologia de De Rham do espaco projetivo real
RP", por meio do seguinte lema

Lema (L.4). Seja G um grupo finito agindo numa variedade M de forma propria e descontinua (ou seja,
hd wma correspondéncia ¢ : G — Diff(M), onde Diff(M) denota o conjunto de todos os difeomorfismos
levando M em M). A co-homologia de De Rham de grau k do quociente

M/G ={[p] | pe M, onde [p| = {v,(p) | g € G} para cada p € M}
¢ o subconjunto de Hij(/\/l) fixado pela acdo natural de G, dado por

Hip(M/G) = (Hip(M))® = {lw] | w € A*(M), (9y)"(w) =w Vg € G}
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Demonstracgao: Considere a projecao canonica ao quociente, dada por

T M—->M/G
P~ [p]

Note que por construgdo 7o ¢, = 7 seja qual for g € G. Além disso, pelo teorema do nicleo e da imagem,
basta mostrar que a aplicacao

7 Hig(M/G) = Hig(M)

¢ injetiva e que a sua imagem ¢é dada por

img(r") = {[w] | w € A"(M), (9y)"(w) = w Vg € G}

Comegaremos caracterizando a imagem de 7*. Suponha que [n] € img(7*). Por defini¢do, existe entao

7 € A¥(M/G) tal que n = 7*(77). Dada ¢, € Diff(M), vale entdo que
py(n) = @y 7 (M)] = (0 @g)" (M) = 7" (M) = n

e portanto uma condi¢do necessaria para um elemento estar na imagem de 7 é ser invariante pela acao de
G. Estamos interessados em provar também a reciproca, ou seja, que se (¢,)*n = n Vg € G, entdo existe
7€ A*(M/G) tal que n = (7).

Suponha entdo que n € A*(M) satisfaz (p,)*n = 1 Vg € G. Primeiramente, note que o fato de 7 ser
um difeomorfismo local garante que dm, ¢ um isomorfismo. Assim, dados p = [p] € M/G e v,--- ,7;, €
T3 (M/G), segue que para cada 1 <i < k, existe v; € T,M tal que dm,(v;) = 7;. Podemos entao definir

ﬁ;ﬁ(FM T ’Tk) = 77p(U1> ce avk)

Precisamos agora mostrar que 77 estd bem definida. Seja entao ¢ € M tal que [¢] = [p] e w1, -+ ,u,, € TZM
tais que dmy(u;) = 7;. Por definicdo, existe g € G tal que p4(p) = g. Agora, uma vez que

dr, (d (), (v)) = d (70 py), (v3)
= dm,(v;)

=7
segue do fato de dmy ser um isomorfismo que u; = d (gg), (v;). Portanto

nq(ub'”v ) Mg (p) (d( ) (U1)7"' 7d(909>p<vk))
— ol o

=np(v1, -+, vk)

donde concluimos que 7 est4 de fato bem definida. E imediato da construcdo de 77 que n = (7).

Mostraremos agora que ©* é injetiva. Quando k = 0, Hyg (M) consiste simplesmente das funcdes cons-
tantes em M. Assim, se [W] € Hix(M) satisfaz 7*(@) = 0, entdo @y = 0 seja qual for p € J\/l/G e portanto
w ¢é identicamente nula. Suponhamos agora entdo 1 < k < n = dim(M/G) = dim(M). Se [w] = 7" (W) =0,
entdo w é exata, ou seja, existe n € A* (M) tal que dy = w. Pela caracterizacdo da imagem de 7* que
acabamos de provar, segue que dn é fixada pela agdo natural de G, ou seja, (¢4)*(dn) = dn seja qual for
g € G. Podemos supor sem perda de generalidade que a propria n também é fixada pela agao natural de G.
De fato, caso isso nao fosse o caso, poderiamos trabalhar com a seguinte forma 7 ao invés de 7n: defina

P

geG
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Temos entao

1 P | «

dr = IGlgezéd [(g)*(n)] = mgezg}%%(d”)
:‘é’;dn:w
:dn

o que justifica a opcdo de trabalhar com 7 ao invés de . Além disso, (¢})(7) = 7 seja qual for g € G
por construcgao. Suporemos entao sem perda de generalidade que n é preservada pela acao natural de G.
Segue entdo da caracterizagao da imagem de 7 que acabamos de demonstrar que n = 7*(7) para alguma
n € A*(M/G). Como 7 é um difeomorfismo local e formas sio objetos de natureza local, podemos cometer

o abuso de notacao de escrever 77 = <7r_1>* (n). Localmente, temos entao

an=d((=")" ()

e portanto d7j = @, de forma que [w] = 0. Concluimos entdo que 7" é injetora, como desejado.

Note que RP" = S"/Z,, onde Zy = {Ids., A}, sendo A a aplica¢do antipoda. Como a aplicagdo antipoda
preserva a orientagao somente no caso em que n é impar, concluimos que os espacos projetivos de dimensao
impar tém a mesma co-homologia de De Rham que as esferas de dimensao impar correspondentes. No caso
em que n ¢ par, a aplicagdo antipoda reverte a orientagao e portanto age como a multiplicagdo por —1, donde
concluimos entdo que HY; (RP?*™) = 0 seja qual for k # 0. Resumidamente,

Hin (RP™) =
ar( ) 0, caso contrario

{]R, se n é fimpar e k € {0,n}

Em particular, Hjg (RP?) = R e Hiz (RP?) = 0 seja qual for k # 0.

Questao 8. Calcule a co-homologia de De Rham do plano R? menos um nimero finito de pontos.

Solugao: Denotaremos por Ry o complemento de ¢ pontos de R". Afirmo que

R, se k=0
Hizx(R})=<{R" sek=n-1
0, caso contrario

J4 vimos que R? e S"~! t&m o mesmo tipo de homotopia, portanto j lidamos com o caso £ = 1. Terminaremos
a prova por inducao ao mostrar que se a afirmacao ¢é valida para algum inteiro ¢ > 1, também ¢ valida para
¢ 4+ 1. Suponhamos entao que a afirmacao ¢é satisfeita para um inteiro ¢ > 1. Uma vez que R" = R, U RY
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(onde o primeiro aberto da uniao acima é o complemento de ¢ pontos de R" e o segundo é o complemento de
um ponto distinto dos ¢ pontos anteriores), temos o seguinte pedaco da sequéncia exata de Mayer-Vietoris

Hgp(R") — Hip(R}) ® Hip(RY) — Hip(Ryy,) — Hig' (R")
Se k ¢ {0,n — 1}, temos entdo a sequéncia exata
0— 0 — Hip(Rf,) =0

donde conclufmos que Hf (R}, ;) = 0 sempre que k ¢ {0,n — 1}. Como R}, é conexo, temos também
H: (R}, ;) = R, de forma que resta lidarmos com o caso k =n — 1. Em tal caso, temos a sequéncia exata

Hig ' (R") = 0 — Hig'(R}) & Hyp ' (RY) — Hg ' (R,) — Hyp(R") =0
que pela hipétese de inducao se escreve como
0— R - HIZYRY,,) =0

Portanto Hiy '(R}, ) = R 0 que conclui a demonstracao por inducdo da afirmacdo.

uestao J. osire que o rado tangente aa esjera € irivial.
Questao 9. Most fibrado t te da esfera S® € trivial

Observacao (0.4). Vimos em aula que se 7 : E — M é um fibrado vetorial de posto n que admite um
referencial global (chamado também de uma base global de segoes) {s;}i<i<n, entdo E é um fibrado trivial.
Nesse caso, diremos que o referencial {s;}1<i<, testemunha a trivialidade de FE.

Solucgdo: O espaco tangente de um ponto p € S® consiste de todos os vetores tangentes iniciais de curvas
suaves v : (—¢,¢) — S que partem de p, ou seja

T,S* = {7/(0) | v: (—¢e,e) — S® é suave e satisfaz 7(0) = p, com & > 0 arbitrario}

Qualquer tal curva obviamente satisfaz ||||* = (v,7) = 1. Derivando tal igualdade e a avaliando em ¢ = 0,
concluimos que (7'(0),p) = 0. Isso mostra que T,S* C p= = {v € R* | {v,p) = 0}. Agora, se 0 # v € R*
satisfaz (v, p) = 0, entao definindo a seguinte curva (onde podemos tomar, por exemplo, € = 1)

sen(?
oy
o]
vemos que 7, satisfaz Im(v,) C S* (pois p e v sdo por hipétese ortogonais e vale a identidade trigonométrica

cos?(1) + sen’(t) = 1), 1(0) =p € 7,0) = 7o,

v E TpS3. Pela arbitrariedade de v, segue que pt C TpS3. Assim, concluimos entao que

(—e,€) Dt 7,(t) = cos(t)p +

eT, pSS. Como T, pS3 é um espaco vetorial, temos também que

T,S8* =p- ={v eR* | (p,v) =0}

Nos inspirando agora no fato de que o campo S' 3 (z,y) — (—y, z) é uma secio global de S' (que, por virtude
da unidimensionalidade de S*, testemunha a trivialiade do fibrado T'S'), podemos considerar o campo

S S3 —>T83

b= (ZL‘,y,Z,UJ) = (pu —y,x,w,—Z)
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E para produzir mais duas secoes que testemunhem a trivialidade do fibrado tangente de S*, podemos aplicar
matrizes de rotagoes apropriadas a s; e obter mais dois campos ortogonais entre si que, juntos, formam
(pontualmente) uma base do complemento ortogonal em S? do espaco gerado por s;. A saber, podemos

considerar também os campos
So : S3 — TS3

b= (l’,y,Z,UJ) = (pa Z, W, —T, _y)
s3:8% = TS3
b= (Jc,y,z,w) = (p7w7 -z, —I‘)

Como s, 2 € s3 820 ortogonais entre si, tais se¢oes sao linearmente independentes (é trivial verificar que de
fato s;(p) € {p} x T,S* = T,,S* = p* seja qual forp € M e 1 <i<3.). E como

dim(7,S*) =3 Vp € M

segue que sq, sy € s3 sdo uma base global de secoes de TS?. Como vimos em aula, isso garante a trivialidade
de TS?.

Questao 10. Seja f : S* — S? diferencidvel. Fize orientacoes para as esferas e escolha wma forma de
volume 0 em S? tal que

=1
SQ
Assumindo que os grupos de co-homologia de de Rham das esferas é conhecido, mostre que:
o existe n € A'(S?) tal que dn = f*(0).

o Definindo
H(f) = /S3 nAdn

o valor de H(f) nao depende da escolha de 0 e de 1.

o Calcule o valor de H(h), onde h é a aplica¢io que define a fibragao de Hopf.

Observacao (0.5). Denotaremos as coordenadas usuais em R* e R® por (z,y,2,t) e (z,v, 2), respectiva-
mente (0 que constitui um abuso de notagao inofensivo). A aplicacao h que define a fibragdo de Hopf é dada
por

h:S*—§?
S* 3 p=(z,y,2,t) = h(p) = 2(xz + yt),2(yz — at), 2> + y* — 2> — ) € §*
Solucdo: Considere a seguinte 2-forma de volume “candnica” na esfera S?:
w=x-dyAdz—y-deAdz+z-dexAdy
Sabemos do céalculo que

w=4r
S2

fot=

1
Definindo entao 6 = g temos
0
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E podemos considerar as orientagoes das esferas em questdao como sendo as correspondentes as suas formas
de volumes “candnicas”. Sendo assim

« Note que df = 0 por motivos de dimensdo (j& que df é uma 3-forma em S?), logo 6 é uma forma
fechada. Como o pullback comuta com a derivada exterior, f*(f) também é uma 2-forma fechada em
S*. Agora, como H3x(S?) = 0 (o que acontece se, e 56 se, toda 2-forma fechada em S* também é exata),
segue que existe 7 € A'(S?) tal que dnp = £*(6).

o Primeiramente, seja ¢ outra 1-forma em S? tal que dé = f*(#). Temos entdo que

d(EAn) =dEAn+(=1)'-Endy
= (=1)*" g AdE—ENdy
=nAfH0) —ENF0)

Agora, pelo teorema de Stokes

Lonr@ - [enro=[agrn=[  ern=o

E portanto H(f) ndo depende da escolha de 7. Mostraremos em seguida que H(f) também nao depende
da escolha de 6. Seja entdo ¢ outra forma de volume em S* que satisfaz

SQC:l

Novamente, por motivos de dimensao ambas 6 e ( sdo fechadas. Como H, (?R(S2) = R, tanto # quanto (
geram H33(S?). E como vimos na prova da dualidade de Poincaré, a aplicacio

H2,(S?) 3 [w] = /S2w eR

é um isomorfismo. Segue entao do fato de que

o= [0-[,¢c=[©-0

que [0] = [¢]. Por definigdo, temos entdo que @ e ¢ diferem por uma forma exata, ou seja, existe

B e A'(S?) tal que § — ¢ = dj3. Logo

[ nnf O = [ nnr© = [ nass)
= [ A £(8) i A F())
= [annr@ - [ anre)

=0

- [ronre

= [ £@ns)
=0

onde na tltima linha usamos o fato de que # A 3 = 0 é uma 3-forma em S? (e portanto ela e seu pullback
se anulam). Concluimos entao que H(f) nao depende da escolha de 6 e de 1, como desejado.

MATHEUS A. R. M. HORACIO Pagina 12 de 17



EXERCICIOS DE GEOMETRIA DAS FORMAS DIFERENCIAIS 2022/1

« Precisamos primeiramente calcular h*(6) e encontrar n € A'(S?) tal que dn = h*(#). Como h*(#) é uma
2-forma em S*, existem seis funcoes reais suaves {ay2, a3, a4, Gos, o4, ass} C C(S?) tais que

h*(0) = a1z - de Ady + arz - de Adz + ayy - de Adt + ags - dy Adz + agy - dy Adt 4+ agq - dz A dt

Avaliando os dois lados da igualdade acima em (e;, e;) para cada 1 <i,j < 3 (com i # j, claro), vemos
que para cada ¢ = (z,vy,2,t) € S?, vale

aij(q) = (1"(0))q(€i, €5) = On(g)(dhy(e:), dhy(e;))

Calcularemos agora entao a matriz dh,. Temos

dhy = (dhg(er) dhg(es) dhg(es) dhy(es))

2z 2t 2x 2y
=\|-2t 22 2y -2z
20 2y —2z =2t

Portanto,

41 - a12(q) = 47 - Ong) (22, —2t,22), (2t, 22, 2y))

-2t 2z 2z 2z 2z =2t
2z 2y 2t 2y 2t 2z

= 2(zz + yt)(—dyt — 4vz) — 2(yz — xt)(dyz — 4at) + (2° + y* — 2% — 7) (427 + 4¢%)
= -+ expandiremos e agruparemos os termos em seguida

AP (P P ) — A2 P 4 2 4 1)

= —4(t* + 2?)

—2(yz — xt) + (2 + ¢y = 22— t?)

= 2(zz + yt) ‘

De maneira inteiramente analoga, obtemos

A - a13(q) = —4(xt — yz2)
At - ar4(q) = 4(zz + yt)

AT - azs(q) = —4(zz + yt)
A - agy(q) = —4(xt — y2)
4 - ass(q) = —4(2® + %)

Logo,

4 - h*(0) = — 4(2* + %) - de Ady — 4(at — y2) - dz Adz + 4(zz +yt) - doe A dt
— 4wz +yt) -dy Adz — 4(ot — yz) - dy Adt — 4(2* + y*) - dz A dt

(2)

Agora, como
Pyt =1, Vg = (z,y,2,t) €S?

temos que
r-de+y-dy+z-de+t-dt=0
Dai, obtemos
—4(2 +1*) -de Ady = —4(1 — 2% —y?) - dz Ady
=—4-deANdy+4x - (x-do) Ady + 4y - dz A (y - dy)
=—4.-deAdy+4z-(—y-dy—z-dz—t-dt) Ady
+4y-de A (—z-doe—2z-dz—t-dt)
=—4.de Ndy+4zz-dy ANdz+4zt-dy ANdt —4yz - de ANdz — 4yt -dx A dt
(3)
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Analogamente, temos

—4(z* +y?) -dz Adt = —4(1 — 22 — %) -dz A dt
=—4.-dzNdt —4xz-de ANdt —4yz - dy ANdt +4at -dx Adz + 4yt - dy A dz
(4)

Substituindo as expressoes (3) e (4) na equagao (2), obtemos

1
h*(0) = - (dz A dy + dz A dt)

[

:d(—-(x-dy+z-dt))

3

Estamos entao justificados em tomar n como sendo
1
n=——-(x-dy+z-dt)
T
Agora, um calculo direto mostra que
1
nAdnp=— - (z-dyAndz Adt +z-dz Ady Adi)
™

Assim,

H(h>=/8377/\d77
1

== (x-dyANdzAdt+ z-dz Ady Adt)
w2 Js3
2
= — [ x-dyAdz Adt, por simetria
me Js3
Note que na ultima igualdade, para formalizar o argumento da simetria, basta aplicar o teorema da
mudanca de varidveis para a mudanga de coordenadas (z,y, z,t) — (z,y,z,t), cuja matriz jacobiana

tem determinante —1. Usando coordenadas esféricas na forma

(a) sen(b) cos(c)
y = sen(a) sen(b) sen(c)
(a) co

s(b)

xr = sen(a)

z = sen(a)

t = cos(a)

com a,b € [0, 7] e ¢ € [0, 27], obtemos entao

2 T T 2T
H(h) = i /0 /0 /0 sen*(a) sen®(b) cos*(c) dc db da
2 72

T2 2
—1

Concluimos entao que H(h) = 1.
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Questao 11. Seja 7 : E — M um fibrado vetorial sobre M e seja f : N — M uma aplicagio
diferencidvel entre variedades diferencidveis. Considere:

f(E) ={(p,u) e N X E | f(p) =n(u)}

Mostre que a projegio no primeiro fator w : f*(E) — N define um fibrado vetorial com espago total
f*(E) e espago base N (chamado fibrado pullback pela aplicagio f).

Observacao (0.6). Por completude, incluiremos agora a definicdo de um fibrado vetorial. Um fibrado
vetorial de posto n sobre uma variedade diferenciavel é uma variedade diferenciavel £ juntamente com uma
aplicacao suave e sobrejetora m : E — M que satisfaz as seguintes condigoes

1. Para cada p € M, a fibra
E, = 7Til<{p})

é um espaco vetorial real de dimensao n.
2. Para cada p € M existe uma vizinhanca U, 3 p de p € M e um difeomorfismo
Y, (U, — U x R"
tal que, se pr; : U, x R"™ — U, denota a projecao na primeira coordenada, entao

7T:I)rlc’@/hri

3. Para cada g € U, a aplicacao
Uple, : Eq = {q} x R" = R"

é um isomorfismo entre espacos vetoriais.

Observagao (0.7). Denotaremos a aplicagao ,|g, do item (iii) acima por §fq. Além disso, para eliminar

possiveis confusoes, denotaremos a aplicacio m : E — M por g, o fibrado f*(E) por E, a aplicacdo
w1+ 5 — N por 7z, e a projegao na segunda coordenada por pr, : U, x R" — R".

Observacao (0.8). Para demonstrar que um conjunto E admite uma estrutura de fibrado, ndo hé ne-
cessidade de se provar anteriormente que E admite uma estrutura de variedade diferencidvel para depois
provarmos que o mesmo satisfaz as condigoes (i) a (iii). Isso acontece pois tais condigdes ja implicam na
existéncia de tal estrutura: de fato, se {U,}aes € um atlas de M, a colegao {¥q }aer,

Vo : mH(Uy) = Uy x R”

induz naturalmente um atlas em E (e portanto induz também uma estrutura topoldgica e uma estrutura
diferencidvel para E).

Solugao: Suponha que E tenha posto n sobre M. Primeiramente, note que para cada p € N, temos

E, = = ({p}) = {p} x {u € E | f(p) = 7r(u)}
= {p} x 75" ({f(»)})

= {p} x Eyp)
= Ef(p)
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Logo, segue do fato de E ser (por hipdtese) um fibrado vetorial de posto n sobre M que Ep é um espaco
vetorial real de dimensdo n, o que mostra que a condigao (ii) é satisfeita.

Seja agora p € N arbitrario. Considere a vizinhanca U de p definida por { U = YU #(p)), onde Uy é uma
vizinhanga de f(p) € M - note que por f ser suave, e a fortiori continua, U ¢é de fato uma vizinhanca de p -
satisfazendo as hipdteses (ii) e (iii) (cuja existéncia é garantida pela hipitese de E ser um fibrado vetorial
sobre M). Definimos entao a aplicagao

Yp ’/Tél(ﬁp) CE—U,xR"
(q,u) = (q, 5}5(;0),,0((1) (u))

Por construgao, ¢ evidente que mz = pr; o ¢, (onde tal igualdade faz sentido, claro). E claro também

(novamente, por construgao) que a inversa de ¢, é dada por
¢t U, x R" — ﬂél(ﬁp) CE
(@:0) = (4 (EFp). 1) (©))

Observacao (0.9). Lembramos que uma fungao continua F': M; — M, entre duas variedades de dimen-
soes n e m, respectivamente, é dita diferencidvel em p € M; se existe uma carta (¢, U) em torno de p e uma
carta (£,V) em torno de F(p) tal que a composicio £ o F oo™ : o(F (V)N U) é diferenciavel em o(p).
Quando isso acontece em todo p € M, dizemos que F' é diferenciavel.

Portanto, também ¢ ébvio por construcao que ¢, e sua inversa sao suaves: de fato, dado (¢, u) € ﬂél(ﬁp),
a prépria ¢, é uma carta em torno do ponto (¢, u), e tomando uma carta x, em torno de ¢ € N (que poderia
sem perda de generalidade ser tomada como uma carta inicial em torno do préprio p, pois diferenciabilidade
é uma propriedade local - e portanto pode ser verificada em abertos arbitrariamente pequenos), que induz a
carta

U, x R" 3 (w,v) = (2, x Id)(w,v) = (z,(w),v) € RN » R”
em torno de ¢,(g), as composicoes
(zg x Id) 0o pp 0 (‘Pp)_l
¥p © (901))71 o (g X Id)™
sdo trivialmente diferencidveis. Alternativamente e de maneira mais simples, poderiamos utilizar o fato de que

as componentes de ¢, e sua inversa sao trivialmente suaves. Concluimos entao que ¢, ¢ um difeomorfismo.
Finalmente, uma vez que para cada q € U, temos

eolE, = Erw)f@ * Erg = R”

segue que p|g, ¢ um isomorfismo para cada q € (7 (novamente, pela hipétese de E ser um fibrado vetorial
sobre M, que garante que (), f(q) ¢ um 1somorﬁsmo) Pelo que fizemos até aqui, estd demonstrado que a
proje¢ao no primeiro fator m; : f*(E) — N definie um fibrado vetorial com espago total f*(FE) e espaco base
N, como desejado.

Questao 12. Seja M uma variedade diferencidvel compacta, conexa e orientdvel. Mostre que se a
dimensdao de M € impar, entao a caracteristica de Fuler de M € zero.

Solugao: Como nesse caso os grupos de co-homologia de de Rham todos tém dimensao finita, segue da
dualidade de Poincaré que

dim(H%s(M)) = dim(HR*(M)), Vk € {0,--- ,n}
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onde denotamos n = dim(/\/l). Segue da hipétese de dim (M) ser impar que existe m € Z tal que n = 2m+ 1.
Chamemos d; = dim(Hjz(M)) e a; = (—1)'d; para cada i € {0,--- ,n}. Sabemos que

2m—+1 2m—+1 m
XM) = > (=) dim(Hig(M)) = D a; =D (i + an-i)
i=0 i=0 i=0
Note que se i € {0,---,m} é par, temos a; = d; = —a,,_;, enquanto que se i € {0,---,m} é impar, temos
a; = —d; = —a,_;. Portanto a; + a,,—; = 0 seja qual for i € {0,--- ,m}. Concluimos entdo que
XM) = (a;+an—) =) 0=0
i=0 i=0
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