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Capitulo 1

Operadores lineares continuos

Pergunta 1.
E' é Banach? Justifique.

Solugdo: Sim, pois E' = L(E,R), e L(E, F) é Banach sempre que F for. De fato:

Proposicao (P.1.1). L(E, F') é Banach sempre que F' é Banach.

Demonstragao: Seja (7,):° ; uma sequéncia de Cauchy em L(E, F'). Dado € > 0 existe ny € N tal que

T, — Tl < e sempre que n,m > ng. Logo
1T0(x) = Ton(@)[| = (T = Ton) (@)]] < T = Tl - ]} < ] (2.1)

para todos x € E e n,m > ng. Segue que para cada x € F, a sequéncia (T,,(x))>>, é de Cauchy em F,

logo convergente pois F' é Banach. Podemos entao definir
T:-E—F, T(z)= JLHC}OTH(I)
A linearidade de T segue das propriedades dos limites. Fazendo m — 0o em (2.1) obtemos
(T = T) (@) = 1 T(2) = T(2)]| < el (2.2)
para todos x € F e n > ny. Em particular,
(T = T) (@) = 1Ty () = T()|| < ell]]

para todo = € E, o que nos garante que (I' —T,,,) € L(E, F). Portanto T' = (T'—T,,,) + T, € L(E, F).
De (2.2) segue também que ||T,, — T'|| < e para todo n > nyg, e assim segue que 7,, — T em L(E, F).
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1.0.0

Pergunta 2.
O que é uma base de Schauder? Dé um exemplo de um sistema ortonormal completo para um espago

de dimensao infinita.

Solugao: Seja F um espaco de Banach. Uma base de Schauder para F é um conjunto de vetores

B = {en}neN C E

tal que todo vetor x € E pode ser escrito de maneira tinica como uma série infinita

)
xTr = Z pCn,
n=1

para alguns escalares unicos {ay, }nen C R.

Definicao (D.1.1). Seja H um espago vetorial com produto interno. Dizemos que S = {ey}rea C H é

um sistema ortonormal se (e,, eg) = 0 para todos a # [ e |lex|| = 1 para todo A. Dizemos que um
sistema ortonormal S é completo se nao existir nenhum sistema ortonormal em H que contenha S

propriamente.

Definicao (D.1.2). Seja 1 < p < oo. Definimos o espago #(n) como sendo o espago R" dotado da

norma
n 1/p
ol = (3 o (1.1)
i=1
sel <p<oo,e
|]| 0 = max |z;]. (1.2)

1<i<n

Em ¢*(n), a base canonica de R™ é um sistema ortonormal completo. Em 2, a base candnica

1, sei=n,

0, sei#n,

(€n)i =

é um sistema ortonormal completo. Se 2 é um aberto limitado, em L?*(Q), as autofuncdes do operador

Laplaciano, isto é, as soluc¢des linearmente independentes do problema de Dirichlet

Au = A u em (Q,
u=20 sobe 02,

formam um sistema ortonormal completo.
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Pergunta 3.

Enuncie os teoremas de Banach-Steinhaus, da Aplicacdo Aberta e do Grafico Fechado.

Solucgao:

Teorema (T.1.1) (Banach-Steinhauss/Principio da limitagao uniforme). Sejam E um espaco

de Banach, F' um espago normado e (T;);e; uma familia de operadores em L(E; F') satisfazendo a condigao

de que para cada v € E existe C, < oo tal que

sup || T3(2)|| < Ch- (1.3)

il

Entao sup ||T;|| < 0.
icl

Teorema (T.1.2) (Teorema da Aplicacdo Aberta). Sejam E e F espagos de Banach e T : E —

F' linear, continuo e sobrejetor. Entao T' é uma aplicagdo aberta. Em particular, todo operador linear

continuo e bijetor entre espagos de Banach é um isomorfismo.

Teorema (T.1.3) (Teorema do Gréafico Fechado). Sejam E e F espagos de Banach eT : E — F

um operador linear. Entao T é continuo se, e somente se, G(T') é fechado em E X F.

Pergunta 4.

Qual é o teorema principal que se usa na prova do Teorema de Banach-Steinhaus? Aplicacao deste

teorema.

Solugao: O teorema principal usado é

Teorema (T.1.4) (Teorema de Baire). Sejam (M, d) um espago métrico completo e (F,):> | uma

sequéncia de subconjuntos fechados de M tais que
M = U F,.
n=1

Entao existe ng € N tal que F,, tem interior nao-vazio.

Da Analise na Reta sabemos que o limite uniforme de fung¢oes continuas definidas em um intervalo da
reta tomando valores na reta é uma fungao continua, enquanto que o limite pontual de fungoes continuas
pode nao ser uma funcao continua. Veremos abaixo que, na presenca da linearidade, a convergéncia

pontual é suficiente.

Corolario (C.1.1). Sejam E um espago de Banach, F' um espago normado e (T,,);°, uma sequéncia

em L(E; F) tal que (T,,(x)),>, € convergente em F para todo x em E. Se definirmos

T:E—F, T(x)= lim T,(z),

n—o0

Versao 16 de margo de 2025 as 00h26m Pagina 6 de 72



1.0.0

entao T' é um operador linear continuo.

Demonstragao: A linearidade de T segue das propriedades aritméticas dos limites. Por hipétese, para

cada x € F a sequéncia (T,(z))>2; é convergente, e portanto limitada. Assim sup ||T,(z)|| < oo para
neN

todo x € E. Pelo Teorema 2.3.2 existe ¢ > 0 tal que sup ||7,,|| < ¢. Segue entao que
neN

ITa(@)| < Tl - [l2]| < el

para todos x € E e n € N. Fazendo n — oo obtemos ||T(x)|| < ¢||z| para todo = € E, o que completa

a demonstracao de que T' é continuo.

Pergunta 5.
Qual é o teorema principal que se usa na prova do Teorema da Aplicacao Aberta? Aplicacao deste

teorema.

Solugao: O teorema principal usado é o Teorema de Baire, enunciado em (T.1.4). Algumas aplicagoes

muito tteis sdo as seguintes:

Corolario (C.1.2). Sejam E, F espagos de Banach. Se T : E — F € uma aplicag¢io linear limitada

bijetiva, entio a aplicacio linear T™' : F — E é continua.

Corolario (C.1.3). Seja E um espago de Banach. Se || -||1,]| - ||2 sdo duas normas tais que existe

uma constante C' > 0 tal que
|zl < Cllz||2  para todo x € E,

entao elas sao normas equivalentes.

Pergunta 6.
Nao podemos dispensar a hipétese da sobrejetividade no Teorema da Aplicacao Aberta, por qué?

Os espacos tém que ser Banach, por qué?

Solugao: A sobrejetividade é necesséria, pois toda aplicagdo linear aberta é sobrejetiva (dada uma bola
aberta centrada na origem do dominio, a sua imagem por 7' contém uma bola centrada na origem do
contra-dominio, donde a sobrejetividade segue facilmente por linearidade). O exemplo abaixo mostra

que a hipotese dos espagos serem completos é essencial:
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Exemplo (E.1.1). Por ¢y denotamos o conjunto de todas as sequéncias de escalares que convergem

para zero, ou seja, fixado K =R ou C,
co = {(ak)zozl :ar € K para todo k € Ne ap — O}.

E claro que ¢y é um espacgo vetorial com as operagoes usuais de sequéncias (operagoes coordenada a

coordenada). E facil comprovar que a expressao

(ar)pzy

:sup{|ak| ke N}

torna ¢y um espaco normado. Seja ()2, uma sequéncia de Cauchy em cy. Digamos que z, = (a¥)52,

para cada n € N. Para cada j € N, a desigualdade

al —al, Ty — Ty

Ssup{’afl—afn‘:kEN}:

(e 9]

deixa claro que a sequéncia de escalares (a/,)7>; é de Cauchy em K, logo convergente. Digamos
] M—0o0 . ~ ’ s/ .

aj, — a; para cada j € N. Chamando x = (a;)52, ndo é dificil checar que = € ¢y e que z,, — = em

¢o. Concluimos entdao que ¢y é um espaco de Banach.

Chame agora de cqg 0 subespago de ¢g formado pelas sequéncias eventualmente nulas, isto é,
Cop = {(ak)iol € ¢g : existe kg € N tal que a, = 0 para todo k > ko}.

Considere os seguintes vetores de cgp:

1 1 1
= (1 =11,= »=11,=,...,—,0,0,...],
xl ( 7070707 )7 xz <727070’ )7 9 x ( 2 n OO )
E claro que (z,),2, ¢ uma sequéncia em cyy. Tomando z = (k’) € ¢, de
k=1
0~ oo = — — 0
Tp — Tlloo = )
n+1

concluimos que x, — = em ¢y. Como = & ¢ segue que cgp € um subespago nao-fechado de ¢y. Da

proposicao a seguir, segue que cgp ¢ um espaco normado incompleto.

Proposicao (P.1.2). Sejam E um espago de Banach e F um subespaco vetorial de E. Entio F é um

espaco de Banach, com a norma induzida de E, se, e somente se, F' é fechado em FE.

Demonstracao: Suponha F' Banach e tome (z,,);°; uma sequéncia em F tal que z,, — = € E. Entao

()22, é de Cauchy em F'| e portanto convergente pois F' é completo por hipdtese. Existe entao y € F

tal que x,, — y. Da unicidade do limite temos = = y € F, provando que F' é fechado em F.
Reciprocamente, suponha F' fechado em F e seja (x,)5; uma sequéncia de Cauchy em F. Logo

()02, € de Cauchy em E, e portanto existe z € E tal que x, — x. Como F é fechado segue que

x € F, o que prova que F' é completo.
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Seja agora 1" : cog — cgp 0 operador linear dado por

T((an)jf_1> _ <a1“22‘;3>

T é evidentemente linear, bijetor e continuo, mas o operador inverso 7! nio é continuo, pois a imagem

do conjunto limitado {e, },en por T é ilimitada.

Pergunta 7.
Qual é o teorema principal que se usa na prova do Teorema do Grafico Fechado? Aplicacao deste

teorema.

Solugao: O teorema principal usado é o Teorema da Aplicacdo Aberta.
A grande utilidade do Teorema do Grafico Fechado reside na seguinte observagao: para mostrar a
continuidade de um operador 7" : E' — F' (linear ou nao) via defini¢do, devemos provar que, para toda

sequéncia convergente x,, — = em FE, é verdade que:

(a) (T(xy,))o2, é convergente em F, isto é, existe y € F' tal que T'(x,) — y;

Em geral, provar (a), isto é, provar que (T'(z,))., converge, ¢ uma tarefa dificil, especialmente em

dimensao infinita. O Teorema do Grafico Fechado nos fornece, no caso em que T é linear e atua entre

o0

espagos de Banach, o item (a) gratuitamente, ou seja, podemos supor a convergéncia de (7'(z,))n,

restando apenas verificar (b). O exemplo a seguir ilustra o que acabamos de dizer:

Exemplo (E.1.2). Sejam F um espago de Banach e T': E — E’ um operador linear simétrico, isto é,

T é linear e
T(x)(y) = T(y)(x) para todos x,y € E.

Mostremos que 7' é continuo. Em vista do Teorema do Grafico Fechado, basta verificar que G(T') é

o0

°° , uma sequéncia convergindo para x em E e suponha que T'(z,) — ¢

fechado. Para isto, seja (z,)

em F'. Fixado y € F, tomando o limite quando n — oo,

p(y) «— T(xn)(y) = T(y)(xn) — T(y)(x) = T(x)(y),

o que nos permite concluir que 7'(z)(y) = ¢(y). Como y € E foi escolhido arbitrariamente, segue

que ¢ = T'(x), e portanto G(T') é fechado.

Versao 16 de margo de 2025 as 00h26m Pagina 9 de 72



1.0.0

Pergunta 8.

Os teoremas da Aplicacao Aberta e do Grafico Fechado sao equivalentes? Justifique.

Solugao: Sim, sao equivalentes. Veja esse post no MSE e esse blog.
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Capitulo 2

Teoremas de Hahn-Banach

Teorema (T.2.1) (Teorema de Hahn-Banach — caso real). Sejam E um espaco vetorial sobre

o corpo dos reais e p: E — R uma fungdo que satisfaz

p(az) = ap(x) para todo a > 0 e todo x € E, (2.1)

p(z+y) <plz)+ply) para quaisquer z,y € E.

Sejam também G um subespago vetorial de E e ¢ : G — R um funcional linear tal que p(z) < p(x)
para todo x € G. Entao existe um funcional linear ¢ : E — R que estende ¢, isto é p(x) = p(x) para
todo x € G, e que satisfaz ¢(x) < p(x) para todo x € E.

Corolario (C.2.1) (Teorema de Hahn—Banach). Seja G um subespago de um espago normado E

sobre K =R ou C e seja ¢ : G — K um funcional linear continuo. Entdo existe um funcional linear

continuo ¢ : E'— K cuja restricio a G coincide com ¢ e ||@|| = ||¢]|-

Corolario (C.2.2). Se 0 # g € E, onde E é um e.v real, fy € E' tal que (fo,20) = |lzol* €
I foll = llzoll-

Demonstragio: Ponha G = (z,) e defina g por G 3 tzy — g(tzo) = t||xo||?. E facil verificar que g é

limitada e tem norma = ||zol|.

Corolario (C.2.3). Seja x € E, onde E é um espago vetorial normado sobre os reais. Entdo

fix
ol = sup 122
otrer || f]|
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Pergunta 9.
O Teorema de Hahn-Banach vale para espacos de Hilbert? Vale para espagos de dimensao finita?

Sabe provar?

Solugao: Sim, vale, pois por definicao todo espago de Hilbert (ou espago de dimensao finita) é um
espaco vetorial. Porém, nesses casos a prova é bem mais simples. De fato, se H é um espaco de Hilbert,

basta usar o seguinte

Teorema (T.2.2) (Teorema da representacao de Riesz). Sejam H um espago de Hilbert e ¢ :

H — K um funcional linear continuo. Entdo existe um unico yo € H tal que
o(x) = (x,y0) para todo x € H.

Além disso, [lpll = [lyoll-

Em espacos de dimensao finita veja esse post do MSE.

Pergunta 10.
Sejam H um espaco de Hilbert, F' um subespago fechado de H e ¢ : F' — R uma aplicac¢ao linear

limitada (ou seja, ¢ € F'). Prove que existe uma tinica extensao linear limitada ¢ : H — R de ¢ tal

que [[9fl = llell

Solugao: a ser preenchido

Pergunta 11.
Considere F = R x {0} € R? com a norma da soma, e ¢ : F' — R definida por

¢(x,0) =z, Vo € R
Note que podemos estender (preservando normas ainda, ao munir R? com a norma da soma) ¢ via
g@,y)=z+y e hlz,y)=z-y.

Por que isso nao contradiz a questao anterior?

Solugao: a ser preenchido
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Pergunta 12.
A extensao do Teorema de Hahn-Banach é tinica? Quando é tinica? Exemplos de quando a extensao

¢é Unica e quando nao é.

Solucdo: Considere g : A C R* — R definida por g(z;,0) = 21, onde A é 0 eixo x de R?, com p : R? = R
dada por p(a,b) = |a| + 3|b|. Claramente g(x) < p(x) sejam quais forem z € A, e evidentemente p
é sublinear. Note também que as funcoes f; : R* — R e f, : R? — R definidas por fi(a,b) = a +b
e fa(a,b) = a + 2b sdo ambas sublineares, estendem g e satisfazem fi(z) < p(z), fo(x) < p(z) para
quaisquer = € R?.

Quando o subespaco é denso, temos unicidade da extensao, como afirma a seguinte

Proposicao (P.2.1). Seja G C E um subespago denso de um espago vetorial normado E e p: G — F

um operador linear limitado, onde F' é um espaco de Banach. Entao existe uma tnica extensao linear e

limitada de . Além disso, a norma de tal extensao coincide com a de .

Demonstragio: Seja x € F'\ G. Como G = F, existe uma sequéncia {x,, }men de G tal que x,, — z.
Definimos ¥ : £ — R por:

o(a), se a € G,
V(a) =
lim ¢(a,,), sea¢ G, onde {an}men é tal que a,, — a.

m— 00

Precisamos mostrar que ¥ estd bem definida (ndo depende da escolha da sequéncia e o limite existe),
Vel e|¥][z=ele
De fato, se x € E\ G e x,, = , Y, — = (onde {Z,, }men, {Um fmen s@o sequéncias distintas), temos
que
[o(zm) = (ym)| < l@ll6llzm = yml  Vm,n €N. (2.2)

Como ¢ € G, ||¢llc = M para algum M € R. E como x,,, = @, {Zm }men é de Cauchy. Por (2.2) temos
entao que {p(z)}men ¢ de Cauchy em R que é Banach, logo existe ﬂlblgnww(xm)
Além disso, como:

lp(zm) = o (ym)lle < Mllzm = ymll

segue que ©(T,,) — ¢(ym) sempre que nlgr(l)o Ty = 7711%0 Ym. Logo ¥ estd bem definida. Pelas propriedades

do limite, ¥ é linear. Como ||@(zn)|| < ||¢ll||zml € || - [[r é continua, segue que
@) < llelllzl]l veekE.

Logo W é limitada e satisfaz [|[¥V| < |¢||. Como a norma nao pode diminuir ao estender (pois
sup A > sup B sempre que A > B e A e B sao limitados superiormente), temos também que ||W]| > ||¢||.

Logo | ¥]|g = ||¢]la, © que conclui a prova.

O seguinte resultado, que ndo demonstraremos mas é classico, também esta relacionado a esse contexto:
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Proposicao (P.2.2). Sejam (X, dx) e (Y, dy) espagos métricos, com (Y, dy) completo. Seja A C X um

subconjunto de X. Dada f : A — Y uniformemente continua, entao f pode ser unicamente estendida a

A mantendo a continuidade uniforme.

Pergunta 13.
Enuncie a primeira Forma Geométrica do Teorema de Hahn-Banach. Dé uma ideia da prova. Sabe

uma aplica¢ao?

Solucgao:

Definicao (D.2.1). Seja E um espago vetorial e A, B C E subconjuntos quaisquer.

Dizemos que o hiperplano H = f~!(a) separa A e B no sentido amplo se f(z) < a para todo
x € Ae f(x) > a para todo = € B.

Dizemos que o hiperplano H = f (o) separa A e B no sentido estrito se existe ¢ > 0 tal que
f(z) <a—c¢cparatodoz € Ae f(r) > a+ ¢ para todo x € B.

Teorema (T.2.3) (Teorema de Hahn-Banach, primeira forma geométrica). Seja E um espago

vetorial normado. Sejam A, B C E conjuntos converos ndo-vazios disjuntos, com A aberto. Entdo existe

um hiperplano fechado que separa A e B no sentido amplo.

Teorema (T.2.4) (Primeira forma geométrica do Teorema de Hahn—Banach). Sejam A ¢ B

subconjuntos convexos, nao-vazios e disjuntos do espagco normado E. Se A € aberto, entdo existem um

funcional p € E' e a € R tais que
o(x) <a<(y) paratodosxz € Aey€ B.

Neste caso diz-se que o hiperplano fechado [ = a] separa A e B.

A ideia da prova é trabalhar com um funcional de Minkowski definido no conjunto (a ser demonstrado
aberto, convexo e nao vazio) C = A—-B={x—y |z € A,y € B}.
Como a primeira forma é usada para provar a segunda forma geométrica, uma aplicacao é a segunda

forma geométrica.

Pergunta 14.

Enuncie a segunda Forma Geométrica do Teorema de Hahn-Banach. Dé uma ideia da prova. Sabe

uma aplica¢ao?

Solucgao:
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Teorema (T.2.5) (Teorema de Hahn-Banach, segunda forma geométrica). Seja E' um espago

vetorial normado. Sejam A, B C E conjuntos convexos ndao-vazios disjuntos, com A fechado e B com-

pacto. Entdo existe um hiperplano fechado que separa A e B no sentido estrito.

Teorema (T.2.6) (Segunda forma geométrica do Teorema de Hahn-Banach). Sejam A e B

subconjuntos convexos, nao-vazios e disjuntos do espago normado E. Se A € fechado e B é compacto,

entdo existem um funcional p € E' e a,b € R tais que
o(x) <a<b<(y) paratodosx € Aey € B.

Para ¢ € (a,b) diz-se que o hiperplano fechado [p = c| separa A e B estritamente.

Uma aplicagao ¢ a caracterizagao de fechados convexos sob as topologia forte e fraca. De fato, temos

a seguinte

Proposicao (P.2.3). Seja E um espago vetorial normado e C C E um conjunto convezo. Entao C é

fechado na topologia fraca se e somente se C' é fechado na topologia forte.

Demonstragao: Suponha que C é fortemente fechado. Seja zy ¢ C. De acordo com o teorema de

Hahn-Banach, segunda forma geométrica, existem f € E* e o € R tais que

fly) < a < f(xo)

para todo y € C' (de fato, basta tomar A = C' e B = {2¢}). Entdo V = f '(a, o0) é uma vizinhanca
aberta fraca de xy que nao intercepta C. Portanto E \ C é fracamente aberto, logo C' é fracamente
fechado.

Pergunta 15.
Na Segunda Forma Geométrica do Teorema de Hahn-Banach, se retiramos a hipotese de que um dos
conjuntos é compacto, mas mantemos ambos fechados e convexos, o resultado ainda continua valido?

Justifique.

Solucgdo: Nao. Considere, por exemplo, no R? os conjuntos
A={(z,y) eR?* | y>¢"} e B={(n,y)eR* | y<0}.

Ambos sao fechados, convexos e disjuntos (porque?), porém nao podem ser separados estritamente.
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Capitulo 3

Topologias Fraca e Fraca™

Dado um conjunto de fungdes { fy}rea de um conjunto X para um espago topolégico Y, a topologia
T mais grosseira (ou menos fina) para X é aquela com o nimero minimo de abertos que tornam

todas as fungoes f) continuas. Ela é evidentemente a topologia que tem como sub-base a colecao
{fi%(V):V éabertoem Y e A € A}.

Definicao (D.3.1). Seja £ um espaco vetorial normado. A topologia fraca sobre F é a topologia
menos fina tal que todos os funcionais lineares f € E* sdo continuos.

Proposigao (P.3.1). Seja 7= o (E,E") a topologia fraca. Entao:

(a) Para cada f € E' a fungio f: X — R € continua com respeito a 7.
(b) T € a menor topologia em X tal que vale (a).
(¢) T € a intersegio de todas as topologias em X em relagdo ds quais todas as f € E' sio continuas.

(d) Para cada © € X, os conjuntos da forma fi'(A)N---0 f.1(A,) onden €N, f; € E' para cada

1<i<n,eA; évizinhanca de f;(x), j =1,...,n, constituem uma base de vizinhang¢as para x.

(e) Seja (x)) uma sequéncia em X. Entdo x, — x em (X, T) se, e somente se, f(z,) = f(x) em R

para qualquer f € E'.

(f) Sejam Z um espago topoldgico e h: Z — (X, T). Entdo h € continua se, e somente se, foh: Z =Y,
¢ continua para qualquer f € E'.

(9) T é Hausdorff.

Proposicao (P.3.2). Seja £ um espago normado. Entao:

(a) Funcionais lineares continuos sao fracamente continuos, isto é, para todo ¢ € E', ¢: (E,o(E,E')) —
R € continuo.
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(b) Para cada xo € E, os conjuntos da forma
Vie=A{z € E||pi(x) — @i(xo)| < e para todo i € J},

onde J € um conjunto finito, p; € E' para todo i € J e e > 0, formam uma base de vizinhangcas

abertas de xy para a topologia fraca.

(c) Seja (x,)02, uma sequéncia em E. Entio x, — x se, e somente se, o(x,) — w(z) para todo
p € F.

Solucgao: (a) é evidente. Para (b), seja U uma vizinhanca de zy na topologia fraca. Pela Proposigao
(P.3.1) existem um conjunto finito J, funcionais ¢; € E’ e abertos V; em R contendo ¢;(x), j € J,
tais que

N (V)

jeJ
¢ um aberto da topologia fraca contendo zq e contido em U. Como J é finito e ¢;(xy) € V; para todo

7 € J, existe € > 0 tal que
B(pj(xo),e) CV;

para todo 7 € J. Disso segue que
Vie={z € E||pjx) — ¢;j(zo)| < e para todo j € J}

= (¥ (Bly;(x),e)) € (N w5 (V) CU.
jed jed
Para (c), suponhamos z,, — x. Entdao f(x,) — f(z) para todo f € E* porque f é continua na
topologia fraca. Reciprocamente, suponha que f(x,) — f(z) para todo f € E*. Para provar que
r, — x, mostraremos que dada qualquer vizinhanca aberta fraca U de x, temos x, € U para todo n
suficientemente grande.

De fato, seja
Nfiv)cu
i=1

um elemento-base da topologia fraca contendo xg, com Vi,...,V,, abertos em R. Para cada i, existe
N; € N tal que fi(z,) € V; para todo n > N;.
Tomando N = max{Ny,..., Ny}, segue que se n > N entao f;(x,) € V; para todo i, logo

., € (i (Vi) CU
=1

para todo n > N.

Pergunta 16.

Dé uma aplicacao do Teorema de Hahn-Banach no estudo das Topologias Fracas.
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Solugao: Veja a proposicao (P.2.3). O fato da topologia fraca ser Hausdorff também segue de
Hahn-Banach:

Proposicao (P.3.3). Um espago vetorial normado E sob a topologia fraca é um espago de Hausdorff.

Demonstragao: Se z,y € E com x # y, pelo teorema de Hahn-Banach (veja o corolario ?77) existe
f € E* tal que f(x —y) = ||z — y||*>. Em particular, f(z) # f(y) e se a € R é tal que f(x) < a < f(y),

entdo os abertos f~'(—o0,a) e f(a, 00) separam z e y.

Um dos corolarios de Hahn-Banach garante também que sequéncias que convergem fracamente sao

limitadas:

Proposicao (P.3.4). Se z,, = x em E, entdo a sequéncia (||z,|)0>, € limitada.

Demonstragao: Seja {z,,} uma sequéncia fracamente convergente em X. Definamos 7,, € X™* por
T, (¢) = {(x,) para toda ¢ € X*. Fixemos uma ¢ € X*. Para todo n € N, a convergéncia de {{(z,)}

garante que {7, (f)} é um conjunto limitado. Pelo Principio da Limitacdo Uniforme e pelo inserir

corolario HB Depois, sup ||z, || = sup ||T,,|| < oo, i.e. {z,} é limitada.
neN neN

Pergunta 17.

Por que hé a necessidade de se obtermos compactos no estudo das topologias fracas?

Solucao: Uma topologia enfraquecida naturalmente tem mais compactos, e compacidade é muito
importante em técnicas de existéncia e minimizagao (geralmente na forma de compacidade sequencial).
Leia a seguir a traducao dessa resposta no MSE:

Muitos problemas importantes em matematica e fisica matematica podem ser formulados

como problemas de minimizagao de algum funcional integral, ou seja, queremos encontrar
ueS talque uw=min{l(u):ue€ S},

onde
I(u) ::/QL(aj,u(x),Vu(x))d:c.

Aqui S é algum espacgo de funcgoes, por exemplo,
S = {U S Wit | UlaQ = f},

para algum f € W'! fixo, e Q é um dominio limitado em um espaco euclidiano. O integrando

L representa a caracteristica do problema que queremos resolver. Por exemplo, L pode
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representar a densidade de energia para o funcional de energia de Dirichlet ou a energia

interna de um corpo elastico.

Um método para resolver isso é chamado de Método Direto. Suponha que o funcional I seja
limitado inferiormente em S; podemos entao escolher uma sequéncia minimizadora (u,), C S tal que
I(u,) — irégf I

O problema de minimizacao é resolvido se pudermos estabelecer o seguinte:

(a). (un), possui uma subsequéncia que converge (em um sentido apropriado) para um u € S.
(b). I(u) < lim inf 7 (us,).

O modo apropriado de convergéncia geralmente é a convergéncia fraca, ja que a compacidade fraca é
mais facil de se estabelecer do que a compacidade forte. Aqui vemos que a compacidade é crucial para

garantir que (u,), possua uma subsequéncia convergente.

Neste caso, queremos que o funcional [ seja fracamente semicontinuo inferiormente para que a

segunda condicao seja satisfeita.

Pergunta 18.
Construa a Topologia Fraca. Dé exemplos de abertos dessa topologia. A Topologia Fraca tem menos

fungoes continuas que a topologia forte? Justifique.

Solugao: A construcgao foi feita acima. Um aberto genérico é uma unido de intersegoes finitas descritas
anteriormente. Para que uma funcao f : (E,0(E,E')) — Y seja continua, é necessario que f(O)
seja aberto em o(F, E') para todo aberto O em Y, o que é evidentemente mais dificil de acontecer ao
retirarmos abertos de F, como fazemos quando enfraquecemos a topologia.

Observamos que um aberto na topologia fraca nunca ¢é limitado, pois sempre contém uma reta, como

veremos na demonstracao do seguinte resultado:

Proposicao (P.3.5). Se E € um espago vetorial normado com dimensdo infinita, entao a esfera unitdria

nao € fechada na topologia fraca.
De fato, o fecho fraco da esfera unitdria é a bola unitdaria fechada.

Demonstracao: Sejam

S={zeFE:|z|=1}

a esfera unitaria de F,
By(0) ={x e E:[lz]| <1}

a bola unitaria fechada e denote por 5" o fecho de S na topologia fraca. Queremos entdo provar que

5" = By (0).
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Seja xg € B1(0) e U é qualquer aberto fraco contendo z. Pela Proposicao 5.4, U contém uma

vizinhanga aberta fraca de xy da forma
V=A{ze€E:|fi(x)— filxo)| <&, fi,-..,[n € E"}.
Como F possui dimensao infinita, existe yg € E tal que
filyo) =0 para todo 1,

caso contrario a aplicacao linear T : & — R" definida por

seria injetiva, o que implicaria dim F' < n. (outra maneira de ver isso é invocar a proposigao (P.10.1):
o nucleo de um funcional linear tem codimensao 1, logo a intersecao de um ntumero finito de nicleos de
funcionais lineares em um espago vetorial de dimensao infinita também tem dimensao infinita). Em

particular, V contém a reta t — xg + tyo, pois

fi(zo +toyo) — fi(zo) = filxo + toyo — o) = tofi(yo) = 0

para todo i. (Assim, em um espaco vetorial normado de dimensao infinita, toda vizinhanga aberta fraca
de um ponto xo contém uma reta passando por xo; na verdade, infinitas tais retas.)

Considere agora a fun¢ao ¢ : R — R definida por

p(t) = [lzo + tyol|

Esta funcao ¢ continua e satisfaz p(0) < 1 e tLigloo ©(t) = +00, 0 que implica pelo teorema do valor
intermediédrio que existe ty > 0 tal que g(ty) = 1, isto é, g + toyo € SN V. Concluimos que toda
vizinhanga aberta fraca de xq intercepta S, portanto xg € ?W.

Este argumento prova que B;(0) = By (0) U S C S, Como By (0) é fechado na topologia fraca pela
proposicao (P.2.3), ndo existem pontos do fecho fraco de S fora de B;(0). Portanto vale a igualdade

Pergunta 19.

Continuidade forte implica em continuidade fraca? Vale a volta?

Solucao: Na presenca de linearidade, continuidade forte implica continuidade fraca. Com efeito,

suponhamos T : £ — F fortemente continua. Para provar a continuidade fraca, pela proposi¢ao (P.3.1),
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basta provarmos que g o T' é continua para cada g € F’, o que segue imediatamente do fato de que
goT e L'

Na auséncia de linearidade, continuidade forte nao implica continuidade fraca. De fato, tomando
a sequéncia (e,)neny C €2, é claro que (e,) converge fracamente a 0 em %, mas |e,|, ndo converge a
0]z = 0.

A topologia da norma contém todos os abertos da topologia fraca (e em dimensao infinita, abertos
que ndo sao abertos fracos), portanto toda fungao h : F — F' fracamente continua (ou seja, considerando

E com a topologia fraca) é fortemente continua.

Pergunta 20.

Qual a relacdo entre as Topologias Fraca e Fraca™®?

Solucgao:

Definicao (D.3.2). Seja E um espago vetorial normado e considere a imersdo canonica J : F — E**.

A topologia fraca* sobre o dual E*, que denotaremos por o(E*, E), é a topologia menos fina tal que

todos os funcionais lineares na imagem J(F) sdo continuos.

Evidentemente, se E for um espaco reflexivo entao a topologia fraca* coincide com a topologia fraca
de E*. Caso contrario, em geral a topologia fraca™ de E* é mais grosseira que a topologia fraca de E*,
que por sua vez € mais grosseira que a topologia forte de E*.

Na verdade, pelos teoremas de Banach—Alaoglu—Bourbaki e Kakutani, as topologias fraca e fraca*

no dual coincidem se, e somente se, o espago for reflexivo!

Pergunta 21.

Exemplos de: (i) fraco que nao é forte; (ii) fraco™ que nao é fraco; (iii) fraco™ que nao é forte.

Solucgao: A topologia da norma contém todos os abertos fracos, portanto nao existe aberto fraco que
nao é forte. Por outro lado, pela demonstracao da proposigao (P.3.5), qualquer aberto forte limitado
nao é um aberto fraco. Para exibirmos um aberto fraco™ que nao é aberto fraco basta exibirmos um
fechado fraco™ que nao é fechado fraco. Isso é possivel se e s6 se o espaco nao for reflexivo. Nesse caso,
tomando & ¢ J(FE), o conjunto

F=¢'({0})

é evidentemente fechado fraco mas nao é fechado fraco™ devido ao seguinte resultado (Corollary 3.15.
do Brezis)

Proposicao (P.3.6). Seja H um hiperplano em E* que é fechado fraco*. Entdo existem 0 # x¢ € E e

a € R tais que
H={f€E"]| f(x) = a}
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De fato, se F' fosse fechado fraco™, existiriam 0 # zo € F e a € R tais que

F = ker(¢) = {f € E" | f(ao) = a}

Uma vez que ker(§) é um subespaco, nao podemos ter a # 0. Segue que & e J(xy) possuem o mesmo
nicleo, o que implica que £ € J(E) pela proposigao (P.10.1).

Nao existe aberto fraco* que nao é aberto forte, pois a topologia da norma contém a topologia fraca,
em particular contém a topologia fraco®. Porém, a bola unitdria é um aberto forte que nao é aberto

fraco, portanto nao é aberto fraco*, ja que todo aberto fraco® é aberto fraco.

Pergunta 22.

Qual a relacao entre separavel e metrizavel?

Solugao: Temos os seguintes resultados:

Proposicao (P.3.7). Se E ¢ separdvel entio (Bg,o(E', E)) é metrizdvel.

Proposigao (P.3.8). Se E ¢é separdvel entao E' é separdvel na topologia fraca-estrela.

Proposicao (P.3.9). Se E' é separdvel entao (Bg,o(E, E")) é metrizdvel.

Proposicao (P.3.10). (a) Se E € um espago normado de dimensao infinita, entio a topologia fraca
em E ndo é metrizavel.

(b) Se E € um espago de Banach de dimensdo infinita, entio a topologia fraca-estrela em E' ndo é

metrizavel.

|
Pergunta 23.
Por que B;(0) nao é aberto na topologia fraca?
Solugao: Como vimos na demonstra¢ao da proposi¢ao (P.3.5), todo aberto fraco é ilimitado.
|

Pergunta 24.

Dé uma ideia da prova do seguinte resultado: todo fechado convexo forte é um fechado fraco.

Solugao: A ideia é usar a segunda forma geométrica de Hahn-Banach para garantir a existéncia de

vizinhangas fracas de cada xy € E' \ C, conforme vimos na demonstra¢ao da proposigao (P.2.3).
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Pergunta 25.

Enuncie o Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki. Dé a ideia central da prova.

Solucgao:

Teorema (T.3.1) (Teorema de Banach—Alaoglu—Bourbaki). Para todo espa¢o normado E, a

bola Bg: € compacta na topologia fraca-estrela o(E', E) de E'.

A ideia central da prova consiste em identificar a bola com um produto de discos compactos e aplicar
o teorema de Tychonoff,

Pergunta 26.

Enuncie o Teorema de Kakutani. Dé a ideia central da prova.

Solucgao:

Teorema (T.3.2) (Teorema de Kakutani). Um espago de Banach E é reflexivo se, e somente se,

a bola unitdria fechada Bg é compacta na topologia fraca o(E, E').

A ideia na ida (assumindo F reflexivo) é usar o Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki e o fato de
que em espagos reflexivos a injecao candnica é um homeomorfismo.

Na volta, a ideia é trabalhar com a imagem pela injecao candnica de B, considerando a topologia
fraco-estrela no bidual. Como a topologia fraco-estrela é Hausdorff, tal imagem é fechada, e pelo teorema

de Goldstine teremos entdao que Jg(Bg) = Bgr, o que por linearidade garante que E é reflexivo.

Teorema (T.3.3) (Teorema de Goldstine). Sejam E um espago de Banach e¢ Jg : E — E" o

mergulho canénico. Entio Jp(Bg) é denso em Bg» na topologia fraca-estrela.

Pergunta 27.

Defina espacos uniformemente convexos. Dé exemplos de espagos que sao e nao sdo uniformemente

convexos. Dé uma aplicacao.

Solucgao: Nossa intuicdo geométrica nos diz claramente que a bola unitaria fechada do espago euclidiano
(R?,|| - ||l2) é redonda, enquanto que as dos espacos (R?, || - [|1) e (R?, || - ||s) ndo sdo nada redondas; na
verdade sao quadradas. Esses dois ultimos exemplos sao extremos, pois suas esferas unitarias contém

segmentos de retas.
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Para evitar que a esfera unitaria fechada Sp = {x € E : ||z|| = 1} de um espago E contenha
segmentos de reta, basta pedir que se z,y € Bg, entao o ponto médio do segmento que liga = a y esteja

no interior da bola, isto é,

T+
H 5 yH <1 sempre que |z||<1 e [yl <1
Mas a esfera unitaria de (R?, || - ||2), ou seja, a circunferéncia, satisfaz uma propriedade bem mais

forte do que simplesmente nao conter segmentos de reta. Fixe uma distancia € > 0 e tome dois pontos x
e y quaisquer na circunferéncia que distem (pelo menos) ¢ entre si. Apelando novamente para a intui¢ao
geométrica, percebemos que, independentemente de onde se localizam os pontos x e y na circunferéncia,
o ponto médio do segmento que os une permanece dentro da circunferéncia e, mais importante, a uma
distancia segura da circunferéncia. Ou seja, podemos variar os pontos x e y na circunferéncia, apenas
mantendo-os a uma distancia £, que nao ha risco do ponto médio do intervalo que os une se aproximar
perigosamente da circunferéncia. Os espagos normados que compartilham com os espacos euclidianos
esse comportamento uniforme dos pontos da bola unitaria sao chamados de espacos uniformemente

convexos.

Definicao (D.3.3). Dizemos que um espago normado E é uniformemente convexro ou, mais precisa-

mente, que sua norma é uniformemente conveza se, para cada € > 0 existe 6 = d(¢) > 0 tal que

HTHgl—é sempre que z,y € B e |z —y| >e.

Como dois pontos de Bg distam no maximo 2 entre si, é suficiente mostrar a condi¢cdo acima para
O0<e<2.

Exemplo (E.3.1). Todo espago de Hilbert H é uniformemente convexo. Com efeito, dados z,y € By

e 0 < e <2, da Lei do Paralelogramo, resulta que se ||z — y|| > ¢ entao

z+y Iyl e—wl* o, &

2

> llal?
2 2 4 -

Basta entao tomar 6 = 1 — (1 — 52/4)% > 0.

Exemplo (E.3.2). Os espacos (R, || ||o) € (R?, || - ||1) ndo sdo uniformemente convexos. De fato, dado

0 < e < 1, basta tomar dois vetores que estao no mesmo segmento de reta da esfera unitaria e distam ¢
um do outro. Completando com zero nas demais coordenadas, transformamos esses pares ordenados em

sequéncias, 0 que prova que 0s espagos ¢y, {1 e {s, nao sao uniformemente convexos.

Exemplo (E.3.3). LP(Q) é uniformemente convexo para qualquer €2 aberto em R" ¢ 1 < p < 0.

Uma aplicacdo muito usada é a seguinte:

Proposicao (P.3.11). Sejam E um espaco de Banach uniformemente convexo e (x,,)ne, uma sequéncia

em E. Se x, = x e ||x,| — ||z|, entdao z, — x.
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Pergunta 28.

Quando a topologia fraca no dual coincide com a topologia fraco-estrela?

Solugao: Coincidem se e somente se o espago for reflexivo.

Pergunta 29.
Dé exemplos de uma sequéncia que converge fracamente mas nao fortemente e de uma sequéncia

que converge na topologia fraco-estrela mas nao na topologia fraca.

Solucgao: a ser preenchido

Pergunta 30.

Relacione separabilidade e reflexividade.

Solucgao:

Teorema (T.3.4). Seja E um espago de Banach. Entio E é um espago reflexivo se e somente se E*

for.

Teorema (7T.3.5). Seja E um espago vetorial normado. Se E* é separdvel, entio E também é.

Teorema (T.3.6). Se E € um espago reflexivo separdvel, entio E* também é.

Portanto, um espago separavel é reflexivo se, e somente se, seu dual for separavel (e reflexivo).
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Capitulo 4

Espacos de Hilbert

CONSIDERAREMOS ESPACOS DE HILBERT SOMENTE SOBRE O CORPO DOS
REAIS.

Pergunta 31.
Em espagos de Hilbert, qual a relagdo entre bases de Schauder e Hilbertianas? Em quais condigoes

uma base de Schauder é uma base Hilbertiana? Uma base Hilbertiana ¢ uma base de Schauder, por

qué?

Solugao: Uma base Hilbertiana é um sistema ortonormal completo, conforme definido em (D.1.1).

Teorema (T.4.1). Seja S = {z; : i € I} um conjunto ortonormal no espago de Hilbert H. As sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

(a) Para cada x € H, x =Y (,z;)x;.
i€l
(b) S é um sistema ortonormal completo.

(c) [S]=H.
(d) Para cada x € H, ||z||* =>_ [{z,z;)|*. (Identidade de Parseval)
iel
(6) Para todos T,y € H; <l‘7y> = Z<‘Taxz><yaxz>
iel

Proposicao (P.4.1). No caso separavel, a representagdo do Teorema (T.4.1)(a) é tnica, isto é, se

o
T = Z by, entao b, = (x,x,) para todo n € N.

n=1

Teorema (T.4.2). Um espago de Hilbert H de dimensdo infinita é separdvel se, e somente se, existe

em H um sistema ortonormal completo enumerdvel.
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Combinando os resultados acima, concluimos que sistemas ortonormais completos em espacos de
Hilbert separdaveis sao bases de Schauder. Multiplicando uma base de Hilbert por 2, por exemplo,
temos uma base de Schauder que nao é de Hilbert. Em espacos de Hilbert separaveis sempre podemos

transformar uma base de Schauder em uma base de Hilbert pelo processo de Gram—Schmidt.

Pergunta 32.

Enuncie e dé uma ideia da prova do Teorema da Representacao de Riesz.

Solucgao: A prova do teorema usa a seguinte propriedade dos espacos de Hilbert:

Teorema (T.4.3) (Decomposicdo ortogonal). Sejam E um espago com produto interno e M um

subespaco completo de E. Entdo E = M @ M>, isto é, cada x € E admite uma unica representa¢io na
forma
t=p+q compeMeqe M.

Além disso,
| — pl| = dist(z, M).

O vetor p € chamado de projecio ortogonal de x sobre M.

Teorema (T.4.4) (Teorema da Representagao de Riesz). Sejam H um espago de Hilbert e ¢ :

H — R um funcional linear continuo. Entdo existe um unico yo € H tal que
o(x) = (z,y0) para todo x € H.
Além disso, [|pll = Ilyoll.

Demonstragao: Se ¢ é o funcional identicamente nulo, basta tomar y, = 0. Consideremos agora o

caso em que @ nao é identicamente nulo. Nesse caso o niicleo de ¢,
M :={z € H: p(x) =0},

é um subespaco fechado préprio de H. Do teorema anterior sabemos que M=+ # {0}, e entao podemos
escolher 2o em M* de norma 1 (lembre-se que M= é subespaco vetorial). Provemos que gy := o(z0)xo é

o vetor procurado. Dado = € H,

= (3’ - sfgo)) ) i 5&1

onde (a: — #(2) x0> eEMe #(2) zo € M*. Como yy € M+ e ||zo|| = 1,
¢(x0) ¢(0)

)= <”“" S y°> " <sf<(fo)> o y°> |
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(7,90) = o(20) (w0, p(x0)10) = ().

Da desigualdade de Cauchy—Schwarz temos [|¢|| < ||vo]|. A igualdade |p(zo)| = ||lyo|| garante a

desigualdade inversa e portanto ||¢|| = ||yo||. A unicidade é evidente.
|
|
Pergunta 33.
Todo espago de Hilbert é reflexivo? Justifique.
Solucgao: Sim, por exemplo pelo Teorema da Representacao de Riesz.
|

Pergunta 34.
Quando os espagos L e (P sao espacos separaveis? E reflexivos? E de Hilbert?

Solucgao: (* é separavel e reflexivo para 1 < p < co. LP é separavel para 1 < p < oo e reflexivo para
1 < p < 0o. Ambos sao espacos de Hilbert somente para p = 2.

(> nao é separavel. ! e (> nao sao reflexivos. L' e L™ nao sio reflexivos.

Pergunta 35.

Existe algum espago de Hilbert nao separavel? Justifique.

Solucdo: O espaco I>(R) é um exemplo de um espaco de Hilbert ndo separavel: ele consiste de todas as

fungoes f : R — R tais que f(z) # 0 apenas para uma quantidade enumeravel de z, e

> f(@)? < .

zeR
E facil ver que este ¢ um espaco de Hilbert, sendo a unidao enumeravel de conjuntos enumeraveis.
As funcoes f, definidas por
1 sex=y

fy(x) =

0 caso contrario

formam um conjunto nio enumeravel de elementos com distancia v/2, logo [*(R) néo é separével.
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[
Pergunta 36.
Dé uma aplicacao do Teorema da Representacao de Riesz em EDP.
Solugao: Veja o capitulo 6.
[

Pergunta 37.

Enuncie e dé uma ideia da prova do Teorema de Lax-Milgram.

Solucao:

Teorema (T.4.5) (Lax-Milgram). Seja (H, (-,-)n) um espago de Hilbert e B : H x H — R uma
forma bilinear satisfazendo

(i) existe o > 0 tal que, para todo u,v € H,
Blu,]| < allullullvln, Vu,ve H.

(i) existe 5 > 0 tal que,
Blu,u] > B|lul|?, Yuc H.

Entao, dado um funcional linear continuo T : H — R, existe um unico upr € H tal que

T(u) = Blur,u], Yue€ H.

Demonstracgao: A ideia da prova é usar o teorema da representacdo de Riesz para representar B por
um endomorfismo continuo A : H — H, e entao reduzir o problema original a mostrar que A é bijetora.

Sendo ¢ : H — H™ o isomorfismo isométrico cuja existéncia ¢ garantida pelo teorema da representagao
de Riesz, definimos a aplicacdo A por

wr Afu) = @(B[u, -]>.

Note que A é linear e continua, pois B é bilinear e continua. Além disso,

(a) A é injetora (consequéncia direta da coercividade de B),

(b) Im(A) é fechado, pois S|v| < |Av| Vv € H (também consequéncia da coercividade de B). Logo,
se y, = A(v,) — y, entdo v, é de Cauchy em H e, pela completude de H, existe v € H tal que
v, — v. Segue da continuidade de A que y = A(v) € Im(A). Isso garante a sobrejetividade de A

(note que a coercividade de B garante que (Im(A))" = {0} - como estamos em espacos de Hilbert,
isso ¢ equivalente a Im(A) = H).
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Dado agora T' € H*, basta aplicarmos o teorema da representacao de Riesz para T e a sobrejetividade
de A para concluir que existe uy € H tal que T'(u) = Blugp, u, como desejado. A unicidade de ur segue

da coercividade de A.

Pergunta 38.
Dé um exemplo em que podemos aplicar o Teorema de Lax-Milgram mas nao é possivel aplicarmos

o Teorema da representacao de Riesz.

Solugao: Considere o problema
—Au+ 0yu = f,u € Hi(Q),

para 2 C R™ um aberto limitado e f € L*(Q2). A forma bilinear associada a formulacio fraca do
problema nao é simétrica, portanto ndao podemos aplicar o Teorema da Representagdao de Riesz. No

entanto, podemos aplicar o Teorema de Lax-Milgram.

Pergunta 39.
Seja B : H x H — R uma forma bilinear que satisfaz as hip6teses de Lax-Milgram (ou seja, é
continua e coerciva) mas que também é simétrica. Nesse caso podemos simplesmente aplicar o

Teorema da Representacao de Riesz? Justifique.

Solugdo: Sim, podemos. (H,(-,-)y) é um espago de Hilbert com uma norma, digamos || - ||1, que é
induzida de (-, -) g, ou seja,

|- [J1(v) =/ (v,v), Yv € H.

Trivialmente B também define um produto interno em H. Agora, dado T : H — R linear e continuo

com respeito a || - [|1, ou seja, satisfazendo
T (u)|g < Cl|ul|1, para qualquer u € H e alguma constante C' > 0;
a priori, poderia acontecer que T' nao fosse continuo com respeito a norma || - ||z definida por:
H3v |- [ls(v) = /B(v,v)

Mas, na verdade, a continuidade e coercividade de B garantem que || - ||5 e || - ||1 sdo equivalentes, de

forma que

T ¢ continuo com respeito a || - |5 <= T ¢é continuo com respeito a || - [|;.
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Portanto, o Teorema da Representagao de Riesz garante a existéncia de um tnico up € H tal que

T(u) = Blur,u], VYue H.
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Capitulo 5

Teoria Espectral de Operadores Compactos

e Autoadjuntos

Pergunta 40.

Enuncie a Alternativa de Fredholm.

Solucgao:

Teorema (T.5.1) (Alternativa de Fredholm). Seja H um espago de Hilbert real e K : H — H

um operador linear compacto. Entdo

(i) dimker(Id — K) < oo;

(ii) Tm(Id — K) é um subespago fechado e Im(Id — K) = (ker(Id — K*))*;

(7ii) (Id — K) € injetivo se, e somente se, é sobrejetivo;
(iv) dimker(Id — K') = dim ker(Id — K™).

Teorema (T.5.2) (Alternativa de Fredholm). Sejam E um espago de Banach e T : E — E um

operador compacto. Entdo uma e apenas uma das possibilidades abaizo ocorre:

(a) T tem um ponto fixo nao-nulo.
(b) A equagio T(x) — x =y tem solugdo para todo y € E.
A alternativa de Fredholm trata da solvabilidade da equacao u — Tu = f. Ela afirma que

e ou para todo f € F a equagao u — T'u = f possui uma solucao tnica,
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e ou a equagao homogénea u — T'u = 0 admite n > 1 solugoes linearmente independentes, e, nesse
caso, a equacao nao homogénea u — T'u = f é soluvel se e somente se f satisfaz n condicoes de

ortogonalidade, ou seja,

feNI—-T""

A equivaléncia de injetividade e sobrejetividade é familiar em espacgos de dimensao finita. Se
dim £ < oo, um operador linear de E em si mesmo ¢é injetivo (= um para um) se e somente se é
sobrejetivo (= sobre). No entanto, em espagos de dimensao infinita, um operador limitado pode ser
injetivo sem ser sobrejetivo e vice-versa, como, por exemplo, o shift para a direita (resp. shift para a
esquerda) em (. Portanto, a afirmacdo (iii) é uma propriedade notavel dos operadores da forma I — T
com T € K(E).

Pergunta 41.

Qual é o espectro pontual do operador de Volterra? Sabe justificar?

Solugao: Lembramos do seguinte

Teorema (T.5.3) (Teoria espectral de operadores compactos). Seja H um espago de Hilbert

real com dimensdo infinita e K : H — H um operador compacto. Entao,
(1) 0 € o(K);
(ii) o(K)\ {0} = 0,(K) \ {0};
(iii) se o(K)\ {0} € um conjunto infinito entio o(K) \ {0} = (Am)men com Ay, — 0 quando m — oo.

O operador de Volterra T : L*[0, 1] — L?[0,1] é definido por

Ty@) = [ f(t)a
Se mostrarmos que
o(T) = {0}

entdo, pelo teorema acima, teremos que 0,(7) = {0}. Segue abaixo uma traducao (do chatGPT, por
falta de tempo no momento da escrita) da seguinte resposta no MSE, que mostra em particular que T’
nao possui autovalores nao nulos (em particular o seu espectro pontual é {0}).

Seja f € L*[0,1] com || f||2 < 1. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que
x x 1/2 x 1/2
(@H@ - THEI< [ solde< ([Ta) " ([1rwea)
y y y

< Ifllale = y'? = o — y['2.
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Isso mostra que T'f é Holder continuo de expoente 1/2. Pelo Teorema de Arzela-Ascoli, segue que
o operador T : L?[0,1] — C]0,1] é compacto. Como a aplicacio identidade de C[0, 1] em L?[0,1] é
limitada, conclui-se que 7 : L*[0,1] — L?*[0,1] também é compacto. Pelo Teorema Espectral para
Operadores Compactos, todos os elementos nao nulos do espectro de T" sdo autovalores.

Agora, suponha que A # 0 e que f # 0 seja uma autofungao correspondente de T, ou seja,

[ =rs@).

Como o lado esquerdo da equagao é continuo, segue que o lado direito também o é, o que implica
que f é continua. Sendo f continua, a integral a esquerda é diferencidvel, o que implica que f é

continuamente diferencidavel. Aplicando o Teorema Fundamental do Calculo, obtemos

f(@) = Af'(x),

cuja solucdo geral é da forma f(z) = Ce®*. Contudo, impondo a condicio f(0) = 0, obtemos C' = 0,
o que contradiz a hipotese f # 0. Logo, T nao possui autovalores nao nulos, e conclui-se que o(7") = {0}.
Assim, segue da definicdo que o raio espectral de T é r(T') = 0.

Agora, considere a funcdo & : [0,1]* — R definida por

1, sexz >y,
k(z,y) = .
0, caso contrario.

Com isso, podemos expressar 1" como

:/wa(y) dyz/olk(:c,y)f(y) dy.

Pelo Teorema de Fubini, segue que

0:T1) = [5G [ W) S dy s
= [ 1) [ GG ) dr dy
- / / z)dx f(y) dy

= ([ gt Rly, 7Y do, ).

Dessa forma, obtemos a expressao para o operador adjunto:

:/ylf(t)dt

Podemos agora calcular 77T

/: /Oyf(t) dt dy.

(T"T'f)(x)
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Para determinar a norma de 7', utilizamos a identidade de B*: ||T'|| = +/||T*T||. Como S = T"T ¢é
compacto e autoadjunto, seu conjunto de autovalores contém um de maior valor absoluto, que corresponde
a norma de S pelo Teorema Espectral para Operadores Compactos Autoadjuntos.

Usando um argumento semelhante ao anterior, se A # 0 e f # 0 s@o um autovalor e uma autofun¢ao

de S, entdo f é duas vezes continuamente diferenciavel e satisfaz

Af'(x) = = f(z).

As solugoes dessa equacao sao da forma

f(z) = ae™” 4+ Be™*  com w? = 1/A\.

Um céalculo direto mostra que as autofunc¢oes devem ser da forma

f(z) = 2accos(wx),
com autovalores
4
Ap = .
(2n + 1)2x?
Maximizando )\,, obtemos que o maior autovalor ocorre em n = 0, resultando em ||S|| = 4/7 e,

portanto, a norma de T é

2
T| = \/4/x2 = =,

Para mais referéncias sobre este assunto, consulte a literatura sobre o Operador de Volterra e Nicleos
de Hilbert-Schmidt.

Pergunta 42.
Quando o espectro pontual de um operador (distingua o espago onde se encontra definido este

operador) coincide com o espectro?

Solugao: Dado um espacgo de Hilbert real H, lembramos que o espectro pontual é definido por:
op(T) ={A € o(T) : ker(T" — AId) # {0}}
Quando A € 0,(T'), dizemos que A é um autovalor de T'. O espectro é dado por:

o(T) ={X € R: T — Ald nao é bijetora} .

Pelo Teorema (T.5.3), em dimensao infinita sempre temos 0 € o(K), e o espectro de um operador
compacto é composto inteiramente por autovalores, com a tnica possivel exce¢ao sendo o 0. Segue que

o espectro pontual coincide com o espectro sempre que 0 for um autovalor. Em dimensao finita nem
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sempre 0 € o(K) (lembre-se também que em dimensao finita qualquer operador linear é compacto), mas

nesse caso o espectro e o espectro pontual sempre coincidem.

|
Pergunta 43.
O que pode ser dito do espectro de um operator auto-adjunto em um espago de Hilbert?
Solucgao:
Teorema (T.5.4). Sejam H um espago de Hilbert e T € L(H) um operador autoadjunto. Sejam
T
m = inf (Tx,z) = inf m,
z€By zeH\{0} |||
T
M = sup (Tx,x) = sup < x,.;:)
zE€Bp zeH\{0} ||:L’||
Entao o(T) C [m, M]. Além disso, m,M € o(T) e
17| = max(|m], [M]).
|

Pergunta 44.
O que pode ser dito sobre um operador auto-adjunto em um espago de Hilbert cujo espetro é {0}7

Solucao: Pela resposta da pergunta anterior, tal operador é identicamente nulo.

Pergunta 45.
O que pode ser dito sobre os autovetores de operadores compactos e auto-adjuntos em um espaco de

Hilbert?

Solucgao:

Teorema (T.5.5) (Decomposicdao Espectral de Operadores Autoadjuntos Compactos). Se-
jam H um espaco de Hilbert separdvel e T € L(H) um operador autoadjunto compacto. Entdo os

autovetores linearmente independentes de T formam uma base de Hilbert para H.
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Espacos de Sobolev

Pergunta 46.

Defina derivada fraca.

Solucgao:

Definigio (D.6.1) (Espaco das funcdes localmente integraveis). O espago L, (Q) consiste das

funcoes Lebesque mensurdveis u : 2 — R tais que, para todo conjunto compacto K C €, temos

/K |u(z)] de < oo.

Definicao (D.6.2). O espago C5°(2) é o conjunto das fungoes ¢ : 2 — R que s@o infinitamente

diferenciaveis e possuem suporte compacto em (2, i.e, existe um compacto K C €2 tal que

supp(p) = {z € Q[ p(x) # 0} C K;

em particular ¢(x) = 0 para todo z € 2\ K.

Definicio (D.6.3). Dado um aberto Q@ C R™, uma fungdio u € L}, (Q) e um multi-indice o, dizemos

1
loc

que v € L;,.(Q) € uma a-ésima derivada fraca de u se

. D~ — (—1)l ) )
/Qu D%pdx = (—1) /Qv pdz, Ve C5e().

Pergunta 47.

Porque pedimos que a derivada fraca esteja em L;,.(€)?

Solugao: Para garantir que a derivada fraca estd bem definida (ou seja, é tnica - i.e., duas fungbes que

sao derivadas fracas da mesma funcdo coincidem q.t.p. em §2).
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Pergunta 48.

Exiba um exemplo de fungao que nao tem derivada classica mas tem derivada fraca.

Solugao: g é a derivada fraca de f(z) = |z| se, e somente se, V¢ € C°(R), tivermos

/qub’dx:—/Rggzﬁdx (6.1)

Definamos
1 z >0

gx)=¢—-1 <0
o z=20

onde @ € R é uma constante qualquer. Vamos verificar que (6.1) é satisfeita. De fato,

[ lel¢' dx—[ (—2)¢/(z) dx+/{)+oo.z1:¢'(x) dz.

Integramos por partes ambas as integrais:

[ a0 w) dr= o+ [ ola) da

Como ¢ tem suporte compacto, o termo em —oo é zero, restando:

—0-¢(0 +/ dx—/o o(z) du.

—00

De modo analogo,
+oo

/0+°° z¢ (z) do = [wo(x)]5> _/0 o(z) dz.

O termo em +o0o também desaparece, resultando em

0-0(0) - [ " () do = — / ™ 8(a) da

Somando as contribuigoes,

[l @) de= [ ota) do— [ ola) do = - [ ge)ote) d.

Logo, (6.1) é satisfeita com « arbitrario, o que mostra que g é a derivada fraca de f.

Pergunta 49.

Exiba um exemplo de func¢ao que nao tem derivada fraca.
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Solucgao: Consideramos sobre R a fungao de Heaviside

1 sex >0,
H:xw—

0 sex <O,

Entdo u ndo possui derivada fraca em R. Para a demonstracdo, consideramos v € Ly (R). Seja
¢ € CF(R,[0,1]) com suporte compacto em (—1,1) e tal que ¢(0) = 1. Paran € N* e 2 € R, definimos
On(z) = ¢(nx). Assim, ¢, € C(R) para todo n € N*. Por um lado, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada, temos

1

< /Z lo(2)| de —— 0.
pe— 1

n—-+o0o

/R v(x)p, () dx

Por outro lado, temos

(e.e]

- [ @@ dr =~ [ ) dr = p,0) = 1

Portanto, nenhuma v € L; (R) é uma derivada fraca para H.

Pergunta 50.

Defina espacos de Sobolev.

Solucgao:

Definicao (D.6.4). Seja Q@ C R"™ um aberto, 1 <p < oo ek € NU{0}. Definimos o espago de Sobolev
WkP(Q) como sendo

WkP(Q) .= {u € LP(Q) | D € LP(Q) para todo multi-indice o tal que |a| < k},
com as derivadas D%u acima sendo tomadas no sentido fraco.

Definicio (D.6.5). A norma em W*P(Q) ¢ definida por

(Z/|Do‘u|p) , sel<p<oo,
[ullwrry = q \lal<k
> 1Dl pe (6, se p = oo.

lal <k

Pergunta 51.

Defina os espagos Wy"". Qual caracterizagao vocé conhece sobre tais espagos?

Solucao:
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Definicao (D.6.6). Sejam ©Q C R™ um aberto, 1 <p < oo ek € NU{0}. O espago Wé“’p(Q) ¢ definido

como sendo o fecho de C5°(€2) na norma || - ||k, i.€.,

—ss7ei s
WP (Q) == Cgo(Q) .

Teorema (T.6.1) (Teorema do Tracgo). Seja Q C R™ um aberto limitado de classe C* e 1 < p < oo.

Entdo existe um operador linear limitado
T: W (Q) — LP(09)

tal que,
(i) Tu = ulgq seu € WH(Q) N C(Q);
(ii) existe C = C(p,Q2) > 0 tal que

||Tu||Lp(aQ) < CHunl,p(Q), Yu € Wl’p(Q).

Teorema (T.6.2) (Caracterizacio de W,” em relagdo ao trago). Seja Q C R™ um aberto limi-

tado de classe C' e 1 < p < co. Entdo u € Wol’p(Q) se, e somente se, Tu =0 em 0f).

Pergunta 52.
Enuncie as imersoes continuas dos espagos de Sobolev.

Solucao:

Teorema (T.6.3). Seja Q C R™ um aberto limitado de classe C*, k € N e 1 < p < 0co. Entdo,

(i) se kp <n
WEP(Q) — L),
para todo 1 < g < P ;
n—kp
(ii) se kp=n
WHP(Q) — L1(Q),
para todo q > 1;
(iii) se kp > n
whe(Q) — cF L= (Q),
onde n n "
=] +1-—, se — ¢ 7,
v = p p %
qualquer nimero pertencente a (0,1), se — € 7Z,

p
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e |n/p| é o maior inteiro que é menor ou igual a n/p.
O teorema continua vdlido se Q@ C R™ é um aberto qualquer (possivelmente ilimitado) de classe C*

com a restricdo q > p nos dois primeiros itens.

Pergunta 53.

Enuncie as imersoes compactas dos espagos de Sobolev.

Solucgao:

Teorema (T.6.4) (Rellich-Kondrachov). Suponha que Q C R™ é um aberto limitado de classe C.

(i) Sel<p<nel<gq<p*, entio
cpt.

WhP(Q) — LY(Q).

(i) Sep=n eq>1, entio

cpt.

WP (Q) — LI(Q).
(iii) Sen <pe0<~vy<1l—(n/p), entio

Wie(Q) <25 007(Q).

, . . ~ 1 . ~ .
Além disso, as imersoes de W' () nos espagos acima sao sempre compactas, independentemente

da reqularidade de Q.

Pergunta 54.
Defina os espacos de Hilbert H*. Esses espacos estdo imersos em quais outros espacos de regularidade

maior?

Solucgao:

Definicio (D.6.7). Quando p = 2, vamos denotar W*? simplesmente por H*(), isto é, H*(Q) =
Wk2(Q).

Teorema (T.6.5). Seja Q C R™ um aberto limitado de classe C*', k € N. Entdo,

(i) se 2k <n
H*(Q) — LY(Q),

ara todo 1 < q < ;
b _q_n—2k
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(ii) se 2k =n
H*(Q) = LI(Q),

para todo q > 1;

(ii7) se 2k >n
HM(Q) = M 1E7(Q),

onde n n n
=] +1——, se — ¢ 7,

v = 2 2 %
qualquer nimero pertencente a (0,1), se 5 €7,

e |n/2] € o maior inteiro que é menor ou igual a n/2.
O teorema continua vdlido se @ C R™ é um aberto qualquer (possivelmente ilimitado) de classe C*

com a restricio q > 2 nos dois primeiros itens.

Pergunta 55.

Quando W™P é reflexivo 1 < p < oco? Quando é separavel?

Solucgao:

Teorema (T.6.6). O espaco WP (Q) ¢ reflexivo se 1 < p < 0o e separdvel se 1 < p < co.

Demonstracio: Vamos considerar o caso geral para k > 1. Observe que WP (Q) pode ser imerso
n+k

isometricamente em (LP(Q2))" para N = ( ) através da aplicacao

I: Wk (Q) — (LP(Q)N

definida por
I(u) = (Dau)p\gkv

onde D*u representa as derivadas fracas de u até a ordem k, e o espaco X := (LF())" estd munido

cOom a norma

1
P
[ (v )jar<k | Loy = (Z Hva||§p(9)) 7

lal<k
para todo (Ve )<k € (LP(2))V.
Isso significa que podemos identificar W*?(2) com o subespaco correspondente Y := I(W*?(Q)) de
X. Uma vez que W*P(Q) é completo, segue que Y é um subespaco fechado de X. Mas X é reflexivo
quando 1 < p < oo e separavel quando 1 < p < 0o, 0 que mostra que o subespago fechado Y (e portanto

WHP(Q)) tem essas mesmas propriedades.
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Pergunta 56.

Enuncie o Teorema de Extensao e dé um (uma) exemplo (aplicagdo).

Solucgao:

Teorema (T.6.7) (Teorema de Extensdo). Seja Q C R"™ um aberto limitado de classe C*, 1 < p <

00 e Q) C R™ um aberto tal que ) € Q. Eziste um operador linear limitado

E WY (Q) — WP(R™)

tal que, para todo u € WP(R™), vale

(i) (Bu)(z) =u(z) ¢.t.p. em Q;
(7i) supp Fu C Q;

(iii) existe C = C(p,Q,Q) >0 tal que

| Eullwir@ny < Cllullwisq)-

Pergunta 57.

Enuncie o Teorema do Trago e dé um (uma) exemplo (aplicacao).

Solucgao:

Teorema (T.6.8) (Teorema do Tracgo). Seja Q C R"™ um aberto limitado de classe C* e 1 < p < oo.

Entao existe um operador linear limitado
T:WH(Q) — LP(09)
tal que,

(i) Tu = u|aq se u € WP(Q) N C(Q);

(it) existe C' = C(p,2) > 0 tal que

ITullzro0) < Cllullwisgy, Yu€ WHP(Q).

Teorema (T.6.9) (Caracterizacio de W,” em relagio ao trago). Seja Q C R™ um aberto limi-
tado de classe C' e 1 < p < 0o. Entdo u € Wol’p(Q) se, e somente se, Tu =0 em 0f).
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Pergunta 58.

E possivel definir o trago de funcoes em LP?

Solugao: Nao. Como C°(2) é denso em LP(f2), existe uma sequéncia (uy,)neny C C2°(£2) tal que u,, — 1.

Portanto, temos 1 =T'(1) = Jim T(u,) =0, 0 que é um absurdo.

Pergunta 59.
O que se ganha quando se trabalha com o espago Hé? Por que nao trabalhar simplesmente com o

espago 6,7

Solugao: C§° nao é um espago de Hilbert (em particular, ndo podemos aplicar os teoremas de Riesz ou
Lax-Milgram), e ao trabalharmos somente com C§° estamos pedindo solugdes cléssicas, que sao muito
mais dificeis de encontrar do que solugoes fracas.

Além disso, o espaco H& incorpora naturalmente as condi¢oes de fronteira de Dirichlet.

Pergunta 60.
Enuncie a desigualdade de Poincaré. Qual a importancia dessa desigualdade? Como ela é provada e

como é utilizada? Vale para abertos ilimitados?

Solugao: a ser preenchido

|
Pergunta 61.
Qual é a melhor constante para a desigualdade de Poincaré? Justifique.
Solugao: a ser preenchido
|

Pergunta 62.

Dada uma funcao f : (0,1) — R, como estendé-la para o fecho?

Solugao: Tendo continuidade uniforme.
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|
Pergunta 63.
W2 esté imerso onde? E imerso compactamente onde?
Solucgao:
(i) Se n =1, entao
1.2 cpt. % 2n
WH5(Q) — LY(2), VI<g<2' = 5
n J—
(ii) Se n = 2, entao
Wh(Q) <25 L9(Q), Vg > 1.
2 .
(ili) Sen>2e0 <y <1— —, entao
n
Wi2(Q) <25 c0v(Q).
|
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Capitulo 7

Equacoes Lineares Elipticas de Segunda

ordem

Pergunta 64.

E necessario impormos condigoes de fronteira para conseguirmos unicidade de solugoes?

Solugao: Sim. Como exemplo concreto, note que em (0,00) x R, as fungdes (1, xs) — 1 € (1, 29) —

x1 + xy sdo ambas obviamente harmdnicas, mas seus valores na fronteira {0} x R sdo diferentes.

[
Pergunta 65.
Dé um exemplo de alguma EDP eliptica e resolva-a.
Solugao: a ser preenchido
[
Pergunta 66.
Dé um exemplo de uma EDP eliptica que nao tenha solucao fraca.
Solugao: a ser preenchido
[

Pergunta 67.

Dé um exemplo de uma EDP eliptica que nao tenha solugao classica.

Solucgao: a ser preenchido
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Pergunta 68.

Uma solucio fraca que possui regularidade suficiente, digamos v € C*(Q)NC (ﬁ), é solugao classica?

Solucgao: Sim, basta integrar por partes de tras para frente e usar o Lema Fundamental do Calculo das

Variagoes.

Pergunta 69.

Dé um exemplo de uma EDP eliptica que possui solucao fraca mas nao classica.

Solucdo: Seja B C R? a bola unitaria aberta e considere a funcio
Y 1
w(z) =z =1, A< 7

Esta fungdo claramente nao é continua, mas w € Hy(B).

Defina f = —Aw e considere o problema

—Au=f, emB,
u € Hy(B).

Esta equagdo possui uma tunica solugao fraca u = w (onde nos referimos a definigao de solucao fraca

dada na questao). Esta fun¢ao nao é continua no 0, portanto, nao ¢ uma solugao cléssica.

|
Pergunta 70.
Considere a EDP a seguir, em que 2 C R"™ é um aberto limitado,
—Au =2m, em )
(P27r)
u =0, em Of)
(Py;) tem solugdo fraca? Caso tenha, a solugdo fraca é tinica?
Solugdo: Sim, pois (2 3 x + 27) € L*(Q) (pois 2 é limitado).
|
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Pergunta 71.
Considere a EDP a seguir, em que f € L*(Q) e 2 C R" é um aberto limitado,

—Au=f, em ()
u =0, em 02

(1)

Imponha condigoes sobre 2 e f a fim de fazer a formulagao fraca. Defina solugao fraca e use o

Teorema da Representacao de Riesz para garantir a existéncia de solugao.

Solugao: a ser preenchido

|
Pergunta 72.
Considere a EDP a seguir, em que f € L*(Q) e 2 C R” é um aberto limitado,
—Au=f, em(
(P)
u=g, em OS2
O que impor sobre g para tornar o problema bem posto? (P) tem solugao fraca? Caso tenha, a
solucgao fraca é tinica?
Solugao: a ser preenchido
|
Pergunta 73.
Considere a EDP a seguir, em que f € L*(Q), A € R e Q C R" é um aberto limitado,
—Au = Au, em ()
(F)
u =0, em 02
Imponha condic¢oes sobre €2 e A a fim de fazer a formulagao fraca. Quando é possivel obter alguma
solugao fraca? Tal solucao é tinica?
Solugao: a ser preenchido
|
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Pergunta 74.
Considere a EDP a seguir, em que f € L*(Q), A € R e Q C R" é um aberto limitado,

—Au+Au=f, em )

(F1)
u =0, em 02

Imponha condigoes sobre €2, f e A a fim de fazer a formulacao fraca. Defina solucao fraca e use
o Teorema de Lax-Milgram para garantir a existéncia de solucdo. Nesse caso poderia ser usado o

Teorema da Representacao de Riesz? Justifique.

Solucgao: Veja o Apéndice. A continuidade e coercividade da forma bilinear associada a formulagao
fraca garantem que a norma induzida por B é equivalente & norma de H,(f2), o que torna possivel a

aplicacao do Teorema da Representacao de Riesz.

Pergunta 75.

Enuncie o Principio do Maximo Fraco (¢ > 0) e dé uma ideia da demonstragdo. Dé uma aplicacao

deste principio.

Solucgao:

+

Seja u : 2 — R uma funcao qualquer. Definimos a parte positiva u™ e a parte negativa u~ da funcao

U COo1Mmo

ut(r) = max{u(z),0}, wu (z):=max{—u(x),0}, parax € Q.
Observe que as fungoes acima sdo nao negativas e satisfazem as seguintes igualdades:

lu| =ut+u", u=u"—u".

Consideraremos operadores uniformemente elipticos da forma

n

Lu= Y a’(x)upe, + Y0 (2)uy, + c(z)u
i=1

,j=1

Teorema (T.7.1) (Principio do Maximo Fraco). Seja L um operador uniformemente eliptico em
Q comc<0em Q. Seuec C*Q)NC(Q), entdo valem os sequintes itens:

(i) Se Lu > 0 em S, entdo
maxu < maxu™.
Q o0

(i) Se Lu <0 em (2, entdo

minu > —maxu .
® 19)
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(iii) Se Lu =0 em Q, entdo
max |u| = max |ul.
B)

Se considerarmos, como Evans faz, operadores uniformemente elipticos da forma

Lu=— Y a”(2)ugq, + > b (x)us, + c(z)u
i=1

i,j=1

entdo temos a versao correspondente para ¢ > 0 (bastando trabalhar com L = —L), ou seja,

Teorema (T.7.2). Seja L um operador uniformemente eliptico em Q com ¢ < 0 em Q. Se u €

C*(Q) N C(Q), entdo valem os sequintes itens:

(i) Se Lu <0 em S, entdo

max u < maxu™.
e} o0

Q

(ii) Se Lu > 0 em Q, entao

minu > —maxu .
o 0

(iii) Se Lu =0 em Q, entdo
max |u| = max |ul.
Q [2}9]

Uma aplicacdo comum é garantir unicidade de solugoes classicas. A ideia da demonstragao é usar
o principio do méximo para ¢ = 0 para o operador Ku = Lu — ¢(z)u, trabalhando no conjunto
QF =u1((0,00)).

Pergunta 76.
Enuncie o Lema de Hopf. Qual é a informacao mais relevante que ele traz?

Solucgao:

Teorema (T.7.3). Suponha que L é uniformemente eliptico e Lu > 0 em €2, com u € C*(Q). Seja

xo € 0N tal que
(i) u é continua em xo;
(i7) u(zo) > u(z), para todo x € Q;
(7ii) existe uma bola aberta B C ) tal que zq € OB.

Entdo a derivada normal exterior em xq, se existe, satisfaz

du

877 (.fl?o) > 0,

desde que uma das hipoteses abairo se verifique:
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(a). c=0 em B;

(b). c<0em B eu(xg) >0

A informagao mais relevante é que a derivada normal exterior de uma funcao que atinge um maximo

nao negativo em um ponto de fronteira é estritamente positiva.

Pergunta 77.
Enuncie o Principio do Maximo Forte e dé uma ideia da demonstracao. Dé uma aplicagao deste

principio.

Solucgao:

Teorema (T.7.4) (Principio do Méaximo Forte). Seja Q@ C R" um aberto conexo, L um operador

uniformemente eliptico em Q com ¢ =0 eu € C*(Q)NC(Q). Entdo
(i) se Lu >0 em Q e u atinge mdzimo em 2, entdo u é constante em €;
(7i) se Lu <0 em e u atinge minimo em §2, entdo u € constante em Q.
No caso em que ¢ < 0 vale o sequinte:
(7ii) se Lu >0 em § e u atinge mdzximo ndo negativo em Q, entdo u é constante em S);
(iv) se Lu <0 em ) e u atinge minimo nao positivo em €2, entdo u é constante em Q.

A demonstragao baseia-se em um argumento por contradi¢ao e na aplicagdo do Lema de Hopf. Os

principais passos sao:
(a). Suponha que u atinge um méximo em um ponto interno de €2 e defina o conjunto
Qup ={z € Q:u(zx) =M},
onde M = mgx u.
(b). Suponha, por contradigdo, que 2y, # €2, ou seja, existe uma regiao ¥ = Q \ Qy; onde u(x) < M.
(c). Escolha um ponto y € 3 mais préximo de 2, e construa uma bola ao redor de y contida em 3.

(d). Como zy € OB N Qs é um ponto de maximo em €2, o gradiente de u se anula em xg, ou seja,

Vu(zg) = 0.

(e). Pelo Lema de Hopf, se u nao for constante, a derivada normal em x4 deve ser estritamente positiva,

o que contradiz Vu(xy) = 0.
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(f). Concluimos que Q; = Q, ou seja, u é constante em (.

O mesmo argumento vale para o caso do minimo, considerando v = —u. Se ¢ < 0, a prova segue de

forma analoga, utilizando a versao correspondente do Lema de Hopf.
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Capitulo 8

Regularidade de Solucoes de EDPs
Elipticas

Suponha que U C R" seja um conjunto aberto e limitado. Suponha também que u € H}(U) seja

uma solucao fraca da EDP Lu = f (em U) , onde L tem a forma divergente

n

Lu=—-Y (a” x ux)x —|—Zb’ ) Uy, + c(T)u. (8.1)

ij=1
Continuamos a exigir a condi¢ao de elipticidade uniforme (i.e, para cada = € U, a matriz A(x) =
((a”(z))) é positiva definida, com seu menor autovalor sendo > 6 > 0) e, conforme necessario, faremos

varias suposicoes adicionais sobre a regularidade dos coeficientes a, 0", ¢

Teorema (T.8.1) (Regularidade H? no interior - veja 6.3.1 do Evans, pag 327 do livro). Su-

ponha que
a? e CYU), b,ce L®WU) (i,j=1,...,n) (8.2)
e que
feL*U). (8.3)

Suponha ainda que v € H'(U) seja uma solugdio fraca da EDP eliptica

Lu=f emU. (8.4)

Entao

uwe H2 (U); (8.5)

e, para cada subconjunto aberto V-CC U, temos a estimativa

lallizey < © (I ll2w) + lullzw) (8.6)
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onde a constante C' depende apenas de V', U e dos coeficientes de L.

Observacao (0.1). (i) Observe cuidadosamente que nio exigimos que u € Hj(U); isto é, ndo estamos

necessariamente assumindo a condi¢ao de contorno u = 0 em QU no sentido de trago.

(ii) Observe adicionalmente que, como u € HE, .(U), temos

loc

Lu=f ae. emU.

Assim, u de fato resolve a EDP, pelo menos para quase todo ponto dentro de U. (Para ver isso,

observe que para cada v € C°(U), temos

Blu,v] = (f,v).
Como u € H_(U), podemos integrar por partes e obter:
Blu,v] = (Lu,v).
Assim, (Lu — f,v) = 0 para todo v € C°(U), e portanto Lu = f q.t.p)

Teorema (T.8.2) (Regularidade maior no interior - pag 332 do Evans). Seja m um nidmero

inteiro ndao negativo, e suponha que

a’. ' ce C"HU) (i,j=1,...,n) (8.7)

e que

f e H™U). (8.8)

Suponha que u € H'(U) seja wma solucio fraca da EDP eliptica

Lu=f emU. (8.9)

Entao

u € HP2(U); (8.10)

loc

e, para cada V CC U, temos a estimativa

el sy < C (1 Ny + ull 22 - (8.11)

onde a constante C' depende apenas de m,U,V e dos coeficientes de L.
Aplicando recursivamente o Teorema (T.8.2) e a imersao de Sobolev, obtemos o seguinte resultado:

Teorema (T.8.3) (Diferenciabilidade infinita no interior - pag 334 do Evans). Suponha que

a’. b ce C°U) (i,j=1,...,n) (8.12)

e que
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fec=). (8.13)

Suponha que u € H'(U) seja uma solugio fraca da EDP eliptica

Lu=f emU. (8.14)

Entao

ue C®(U). (8.15)

Observacgao (0.2). Note novamente que nao estamos fazendo nenhuma suposigao sobre o compor-

tamento de u em QU. Portanto, estamos afirmando que quaisquer possiveis singularidades de u na
fronteira nao se propagam para o interior.

Em particular, para qualquer aberto, limitado ou ilimitado, 2 C R", a solucao fraca u da EDP eliptica
Lu = f é suave (e, portanto, classical) em int ) = € sempre que os coeficientes de L forem suaves,
independentemente de quaisquer singularidades que possam existir em 0€2. De fato, basta lembrarmos
que suavidade é uma propriedade local e aplicarmos o Teorema (T.8.3) a cada bola B,.(z) C €2 contida
em (). Podemos fazer isso, uma vez que o Teorema (T.8.3) nado faz nenhuma suposi¢ao sobre o
comportamento de u na fronteira da bola (vocé poderia argumentar que nao é garantido que u = 0 na

fronteira da bola 0B, (xg), e de fato nao é, mas o Teorema (T.8.3) nao se importa com isso).

Teorema (T.8.4) (Regularidade H? até a fronteira - pag 334 do Evans). Suponha que

a? e CYU), b,ce L*U) (i,j=1,...,n) (8.16)

e que

f e L*U). (8.17)

Suponha que u € H&(U) seja uma solugao fraca do problema de valor de contorno eliptico

Lu= em U,
/ (8.18)
u=0 em oU.
Suponha, finalmente, que
oU é C*. (8.19)
Entao
ue H*(U), (8.20)
e temos a estimativa
lull a2y < C (12w + lull2w)) (8.21)

onde a constante C' depende apenas de U e dos coeficientes de L.
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Observacao (0.3). Observe que, em forte contraste com o Teorema (T.8.1), estamos assumindo que

u € Hy(U), ou seja, estamos impondo a condicdo de contorno u = 0 em AU no sentido de traco.

Teorema (T.8.5) (Regularidade maior até a fronteira). Seja m um nimero inteiro ndo negativo,

e suponha que

a’, b ce "N U) (i,j=1,...,n) (8.22)

e que

fe  H(U). (8.23)

Suponha que u € Hy(U) seja uma solugio fraca do problema de valor de contorno

Lu= em U,
! (8.24)
u=0 em 9U.
Suponha, finalmente, que
oU é C™t2, (8.25)
Entao
ue H"(U), (8.26)
e temos a estimativa
ull sy < C (1 lamy + lull o)) (8.27)
onde a constante C' depende apenas de m,U e dos coeficientes de L.
Iterando infinitamente as conclusdes do Teorema (T.8.5), obtemos o seguinte resultado:
Teorema (T.8.6) (Diferenciabilidade infinita até a fronteira). Suponha que
av b ce C®T) (i,j=1,...,n) (8.28)
e que
feCc=0). (8.29)
Suponha que u € H&(U) seja uma solugdo fraca do problema de valor de contorno
Lu = em U,
/ (8.30)
u=0 em JU.
Suponha também que OU seja C*. Entdo
ue C*(0). (8.31)
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Pergunta 78.

Sejau € C*(Q)NC (Q) uma func¢do harménica em um aberto possivelmente ilimitado 2 C R". O

que podemos dizer sobre a regularidade interior de u?

Solugao: Independentemente de €2 ser ou nao limitado, o fato de u ser harmonica implica que satisfaz a

propriedade da média, o que garante a suavidade de u em int (2) = Q.

Pergunta 79.
Suponha que f € C°(Q), onde Q é um dominio suave. O problema —Au = f admite solucdo classica

ue C*(Q)NC (ﬁ) nesse caso? Note que nao estamos impondo condigoes de fronteira.

Solugao: Nao! Veja os exemplos abaixo.

Exemplo (E.8.1). A funcdo p(x) = p(z1,2,) definida no disco B, = {z : 27 + 235 < a} de raio a < 1
por

[~ [log |=[] " 22, @ #0,

0, z=0
é uma funcao continua em B,, cujo potencial newtoniano correspondente nao é C? em = = 0.

Exemplo (E.8.2). (f € L™, mas u ¢ C*').

u(zy, x3) = |21||2|log (|1 | + |22]).

Calculamos (para x1, x5 > 0)

Pu 0 219 122

=5 = = |x2log(z + 22)] = - ;

or?  Or (22 log(z1 + 22)] 1+ x9 (71 4 22)?
0u 21, T122

(91’% - T + T2 (.771 + ZL’2)2.

Assim,

2I1$2
(SCl -+ $2)2

e o lado direito é uma funcao limitada. Porém, note também que

Au=2—

0%u T1T2
—1 1
90102 og(xy + z2) +

(131 -+ $2>2 ¢ L=

Exemplo (E.8.3). (f continua, mas u ¢ C™').
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12— g2 n-+2 1
Au = f(z) =21
u= f(z) 202 | (= log [a])1/? + 2(—log |z|)3/2|"

r € B C R".

f(z) é continua apés definir f(0) = 0. No entanto, a solugdo

u(z) = (25 — 27)(—log |z|)"/?
satisfaz

0%u
92 — 00 quando z — 0.
1

Portanto, u ¢ C'.

Pergunta 80.
Considere a EDP a seguir, em que f € L*(Q) e 2 C R™ é um aberto limitado,

—Au=f, em ()

(F1)
u =0, em 0}

Imponha condigdes sobre ) e f a fim de fazer a formulagao fraca. Quando é possivel obter solucoes
fracas? Nesse caso, qual é a melhor regularidade que conseguimos para tais solugdoes em termos da
regularidade de f e de 0927

Solugdo: Como vimos anteriormente, é possivel obter solucdes fracas (e unicidade) para f € L*(Q) e Q
limitado. A melhor regularidade que conseguimos para tais solugdes é u € C'79(Q) - veja esse post no

MSE. Regularidade até a fronteira é garantida desde que a fronteira satisfaca hipéteses de regularidade.

Os exemplos que acabamos de ver mostram que o espaco das fungoes meramente continuas em €2
nao é adequado para a formulacao classica do problema. Como veremos nos teoremas abaixo, os espagos
naturais para a formulacao classica sdo os espacos de Holder definidos em abertos com fronteira regular
e de Holder.

Teorema (T.8.7). Se Q C R™ é um aberto limitado de classe C*7 e g € C*7(9), entdo o problema
de Dirichlet

Au=0 em ,
u=gq em OS2,

possui exatamente uma solugdo em C*7(Q).

Usando o potencial Newtoniano, podemos também provar o seguinte resultado:
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Teorema (T.8.8). Se Q C R" é um aberto limitado de classe C*, f € C*"(Q) e g € C(05), entdo o

problema

Au=f emQ,
(P)
u=gyg em 052,

possui ezatamente uma solugio em C*(2) N C(Q).
Podemos usar o resultado acima para discutir a existéncia de solugao para o problema

Lu=f emQ,
u=g em Of),

(P)

onde  C R™ é um aberto limitado de classe C*7, 0 < v < 1, f € C*7(Q), g € C*7(99), L é um

operador diferencial de 22 ordem da forma

n

=1

ij=1

Nesse contexto, o principal resultado usado para obter existéncia de solugao é o seguinte:

Teorema (T.8.9) (Principio da Continuagao). Seja X um espaco de Banach, Y um espago veto-

rial normado e £y, 4, : X — Y operadores lineares limitados. Para t € [0,1], considere o operador

Zu=(1-t) Lu+tLu, uelX.

Suponha que existe ¢ > 0 tal que

lullx < | Zully, Vue X, te]0,1]. (8.32)
Entao £ € sobrejetivo se, e somente se, £, € sobrejetivo.

Usamos 0s espagos
X={uel* Q) |u=0em 00}, Y =C"(Q),

e a familia de operadores
Li:=(1—-t)L+tA, te]0,1].

Pelo Teorema (T.8.9), a existéncia de solugao para o operador Ly = L é equivalente a existéncia de

solugao para o problema L; = —A| caso que ja tratamos no Teorema (T.8.8).
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Pergunta 81.
Considere a EDP a seguir, em que 2 C R" é um aberto limitado,

—Au =27, em ()

(P27r)
u =0, em 02

Quando (P,,) tem solugao classica? O que pode ser dito sobre a regularidade interior de possiveis

solugoes fracas? E quanto a regularidade até a fronteira? O que pode ser dito sobre o sinal de

solugoes classicas?

Solugao: Como vimos anteriormente, o problema possui uma tnica solucao fraca. Pelas estimativas de
regularidade interior enunciadas no inicio desse capitulo, tal solucao é na verdade suave no interior de €.
A suavidade até a fronteira é garantida desde que a fronteira seja suave. Pelo Principio do Maximo, tal

solugao é positiva em ().

Pergunta 82.
Considere a EDP a seguir, em que f € L*(Q) e 2 C R" é um aberto limitado,

—Au=f, em

u=gq, em Of)
Qual restricao g deve ter para que (P) tenha solugao classica? Se g > 0 em Jf2, o que podemos
dizer com respeito ao sinal da solucao fraca dessa EDP? O que pode ser dito sobre a regularidade

interior de possiveis solugoes fracas em termos da regularidade da f7? E quanto a regularidade até a

fronteira?

Solucao:

Definicio (D.8.1). Seja f € L*(2) e g € WH*(Q). Dizemos que u € W?(Q) é uma solugdo fraca

para o problema de Dirichlet

—Au=f em (),
(8.12)
u=gq sobre 0f2,
se
/ Vu- Vv = / fv  para todo v € Wy*(Q)
Q Q
e

u—geWy?(Q).

Se os dados do problema de Dirichlet (8.12) sao suficientemente regulares e a solucao fraca também

é suficientemente regular, entao ela é uma solucao classica:
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Teorema (T.8.10). Sejam f € L*(Q) e g € WY(Q). Entdo, existe wma tnica solugio fraca u €
W2(Q) para o problema

—Au = em (2,
/ (8.33)
u=yg sobre 0f2.
Além disso, u € W'2(Q)) minimiza o funcional I : E — R dado por

1
I(v):§/§2\VU|2dx—/va dz,
onde

E={veW"(Q):v-ygeWi*Q)}

¢ o espago de fungoes admissiveis para (8.33). Isto é, u € E satisfaz

I(u) = rvrélg (;/Q]Vv\zdx —/va dx) :

Para a regularidade, veja o inicio deste capitulo, onde enunciamos os teoremas de regularidade
interior e até a fronteira. A regularidade sera determinada pela regularidade de f, g e da fronteira 0.

O sinal da solucao depende do sinal de f. Se f > 0, a solugao sera positiva.

Pergunta 83.
Considere a EDP a seguir, em que f € L*(Q), A € R e Q C R™ é um aberto limitado,

—Au = Au, em ()
u =0, em Of)

(P)

(Py) tem solucao fraca para qualquer A € R? Caso a resposta seja nao, para quais A o problema
admite solucao fraca? Tal solucao é unica? Qual é a melhor regularidade interior de possiveis
solugoes fracas? E sobre a regularidade até a fronteira? Daria pra usar Agmon-Douglis-Nirenberg?

Enuncie todos os teoremas usados para garantir a existéncia, unicidade e regularidade das solugoes.

Solugao: Nao admite solucao para todo A € R (veja a préxima questao). Mesmo que €2 seja possivelmente
ilimitado e com fronteira irregular, quando existirem as aqutofungoes elas serdao suaves no interior. A

regularidade da autofuncao até a fronteira depende da regularidade da fronteira.

Pergunta 84.
Enuncie tudo o que vocé sabe sobre as autofungoes do Laplaciano. Na verdade, existe um conjunto

enumeravel ¥ = {\, },en C (0, +00) tal que (Py) admite uma tnica solu¢ao nao trivial se, e somente
se, A € 2.

Solucao:
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(i) Existe um conjunto enumeravel ¥ = {\, },en C (0,400) tal que (P,) admite uma tnica solucao

nao trivial se, e somente se, A € ¥.. As autofungoes associadas satisfazem (P).

(ii) As autofuncoes do Laplaciano formam uma base ortonormal de L?(€2) (também de Hj(Q)), sdo

sempre suaves no interior, e suaves na fronteira desde que a fronteira seja suave.
(iii) A primeira autofungao satisfaz —Ap; = A1y, onde

2d
A\ = inf M > 0.
veHLQ\{0} [ v?dx

(iv) A primeira autofun¢ao ndo muda de sinal em 2 e o autovalor associado é simples, ou seja, tem

multiplicidade 1.

(v) Para todo j > 2 as autofuncoes associadas ¢; trocam de sinal em € (consequéncia direta da
ortogonalidade).

Pergunta 85.
Considere a EDP a seguir, em que f € L*(Q), A € R e Q C R™ é um aberto limitado,

—Au+Iu=f, em(
u =0, em Of)

(1)

Se tivermos somente f € C'(£2), é possivel conseguir solugoes fracas ou classicas? E se f € C (ﬁ)‘?
Quando for possivel obter solucgoes fracas, qual é a melhor regularidade que conseguimos para tais
solugoes em termos da regularidade de f e de 027

Solugao: a ser preenchido

|
Pergunta 86.
Dé uma ideia do Bootstrapping (Regularidade).
Solugao: a ser preenchido
|
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Capitulo 9

Perguntas do meu exame

o Comecei enunciando o Teorema da Representagao de Riesz e, em seguida, apresentei a demonstracao
do Teorema de Lax-Milgram. Defini um operador A : H — H determinado por (A(z),y) = B(z,y).

« Liliane perguntou se eu conhecia alguma versao do Teorema da Representacao de Riesz para
espacos que nao sao de Hilbert. Falei dos espagos P e enunciei o resultado para 1 < p < oc.
Mayra perguntou se as desigualdades em p tinham que ser estritas, em particular se para p =1

também nao valia.

o Liliane pediu para eu mostrar alguma aplicacao de Lax-Milgram. Falei do problema

—Au+ 0, u=f, em ()
u =0, em 02

e mencionei que esse era um caso que exibe mais concretamente a forga do Teorema de Lax-Milgram,
pois a forma bilinear associada a formulagao fraca nao é simétrica, tornando impossivel aplicar o
Teorema da Representagao de Riesz. Expliquei que, dado um espago de Hilbert (H, (-,-)) e uma
forma bilinear B : H x H — R simétrica, continua e coerciva, a norma induzida por B coincide
com a norma original de H (devido justamente a continuidade e coercividade), tornando possivel

aplicar o Teorema da Representagao de Riesz diretamente.

e Pediram para eu definir a formulacao fraca do problema e explicar por que a forma bilinear

associada nao é simétrica.

o Perguntaram o que usei para obter a formulacao fraca do problema. Falei da integracao por partes

via Teorema da Divergéncia e da motivacao vinda das contas das derivadas classicas.

 Liliane observou que, na demonstragao do Teorema de Lax-Milgram, eu mostrei separadamente que
o operador A : H — H determinado por (A(z),y) = B(x,y) era injetivo e sobrejetivo. Em seguida,
perguntou se haveria necessidade de mostrar separadamente a injetividade e sobrejetividade se o

espago tivesse dimensao finita. Respondi que nao, pois em tal contexto sao equivalentes.
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» Logo apés, ela perguntou se em dimensao infinita injetividade e sobrejetividade sao equivalentes.
Falei que nao, e ela pediu exemplos de operador injetivo mas nao sobrejetivo e vice-versa. Falei

dos operadores shift em ¢2.

 Em seguida, ela perguntou se eu conhecia algum resultado que garantisse a equivaléncia de
injetividade e sobrejetividade em dimensao infinita. Enunciei um dos itens da alternativa de

Fredholm, que se K é compacto entao Id —K ¢ injetivo se e somente se é sobrejetivo.

 Liliane perguntou se eu conhecia uma aplicagdo da alternativa de Fredholm para algum problema.
Falei do problema
—Au+ A u=f, em(,

u =0, em 0}

e mostrei que o problema tem solugao desde que A ¢ {\;}._y, onde \; sdo os autovalores do (menos)

€N

Laplaciano —A, e falei também que, caso A € {\;} é garantida a existéncia de funcoes f tais

ieNy
que o problema nao admite solugao, e ainda além, quando o problema tiver solucao nesse caso,

nunca sera unica.

Observacao (0.4). Na verdade, como Gabriel observou depois do exame, a existéncia e unicidade

de solugoes ¢ garantida desde que X ¢ {—\;},.y (em particular se A > —X; ), ndo A & {\;}, .

o Liliane falou do problema
—Au=f, em Q,
u =0, em 0

e perguntou para quais p > 1 era possivel estabelecer existéncia e unicidade de solugao. Lembrei
. . i n . .
da cota inferior 6tima p > T pediram para eu demonstrar, me enrolei e passaram para a
n

proxima pergunta.

o Ao fazer os detalhes da aplicacao da alternativa de Fredholm, mencionei que, usando as imersoes
compactas dos espagos de Sobolev e o Teorema da Representagao de Riesz, da para provar que o
operador L = (—A)™' : L*(Q) — L*(Q) é compacto. Liliane pediu para eu mostrar que L™, o

préprio Laplaciano, nao é um operador compacto.

o Nessa parte, comecei a me enrolar um pouco. Romildo interrompeu e pediu para eu definir
derivada fraca. Liliane pediu exemplo de fun¢dao que nao tem derivada fraca. Dei um exemplo, e
ela e Mayra pediram ideia de como demonstrar que o exemplo que dei ndo tem derivada fraca.
Falei da ideia de pegar uma sequéncia de fungoes suaves com suporte compacto e mostrar que, no
limite, as igualdades das defini¢oes de derivada fraca quebram.

« Voltamos para o problema de mostrar que o Laplaciano nao é compacto. Consegui mostrar usando
as autofungoes do Laplaciano.

Observacao (0.5). Gabriel comentou comigo depois que, na verdade, o inverso de um operador

(quando tal inverso existe) compacto nunca é compacto. De fato, isso s6 pode acontecer em

dimensao finita. Com efeito, suponhamos que T : X — X seja um operador linear compacto em
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um espaco vetorial normado X. Entdo T~ '(Bx) C KBy para algum K > 0. Aplicando T' em

ambos os lados, obtemos

Bx =T(T Y(Bx)) CT(KBx) = KT(Byx).
Como m é compacto, segue que By é um subconjunto fechado de um conjunto compacto
e, portanto, é compacto, donde se conclui que X tem dimensao finita. Na realidade, o inverso
s ¢ limitado se o espacgo tiver dimensao finita. De fato, sempre que o inverso é compacto, a
aplicagao identidade (como composicao de um operador compacto e outro limitado) é compacta,
o que garante a compacidade da bola e, consequentemente, a dimensao finita de X. Toda essa
argumentacao pressupoe a existéncia do inverso; entretanto, pela teoria espectral de operadores
compactos em espacos de dimensao infinita, o zero esta no espectro de qualquer operador compacto,

0 que garante que o inverso sempre estara, no maximo, parcialmente definido.

o Pediram exemplos de operadores compactos. Falei do caso de dimenséao finita e pediram exemplos
em dimensao infinita. Falei do operador de Volterra, que era compacto mas nao auto-adjunto.
Perguntaram se eu sabia como mostrar que era compacto. Falei que nao conseguiria na hora,

perguntaram se eu saberia pelo menos alguma ideia e eu falei de usar Arzela-Ascoli.

» Voltamos ao problema
—Au=f, em Q,
u =0, em Of)

mas agora no caso classico. Perguntaram quais condigoes sobre f e sobre o dominio garantem
existéncia de solucoes classicas, e qual a melhor regularidade de tais solu¢ées dependendo da
regularidade da f e do dominio. Liliane perguntou como eu mostraria unicidade de solugoes.
Mostrei a unicidade usando principio do méximo para fungdes harmdnicas/que satisfazem a

propriedade da média.

o Mayra perguntou se a unicidade também poderia ser provada usando as partes anteriores da
apresentacao, i.e., usando o Teorema da Representacdo de Riesz. Falei que sim, pois o T.R.R.
garante unicidade de solugoes fracas, e como toda solugao classica é também fraca, a unicidade

fraca garante a unicidade classica.

e Mayra entao perguntou como construir explicitamente a solucao quando a mesma existir, qual

método poderia ser usado. Falei das fun¢oes de Green e do Potencial Newtoniano.

e Perguntaram como garantir que a solu¢ao do problema é suave se f for suave e o dominio for
regular. Falei dos resultados de regularidade, sobre aplicar recursivamente (bootstrap) Agmon-

Douglis-Nirenberg e Schauder.

o Mayra pediu para eu enunciar todas as imersoes de Sobolev que eu conhecia, quando sdo continuas,

quando sao compactas, quando se perde a compacidade.
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« Mayra perguntou se a regularidade da imersao em L?(Q2) para todo ¢ > 1 podia ser melhorada
para L*°(Q2). Falei que nao podia, pois f € L(Q2) para todo ¢ > 1 ndo garante que f € L*(Q).

Pediram contra-exemplo explicito disso.

e Perguntaram o que acontece com os casos n = 1 e n = 2, o que se pode dizer do expoente critico

de Sobolev e como nesses casos a regularidade e compacidade das imersoes é melhorada.

« Voltamos para Andlise Funcional. Mayra pediu para eu explicar qual a importancia/utilidade
de espacos reflexivos, e também para definir reflexividade. Falei da compacidade (Liliane me
perguntou em outro momento o que se pode dizer sobre a compacidade da bola em dimensao
infinita) nas topologias fraca e fraca-estrela, i.e., os teoremas de Banach-Alaoglu-Bourbaki e
Kakutani, Eberlein-Smulain. Mayra pediu para eu dar uma ideia da demonstracao de cada um

dos teoremas.
« Liliane pediu exemplo de sequéncia que nao converge forte mas converge na topologia fraca.
o Romildo pediu para eu definir espacos uniformemente convexos.

o Mayra perguntou a relagao entre espacos reflexivos e uniformemente convexos. Falei que todo

espaco uniformemente convexo ¢ reflexivo, ela pediu uma ideia da demonstragao.

e Mayra perguntou se todo espaco reflexivo é uniformemente convexo. Respondi que nao, pois a
convexidade uniforme é uma propriedade da norma do espaco, e nao do espago em si, sendo possivel
inclusive ter normas equivalentes no mesmo espaco reflexivo tal que uma norma é uniformemente

convexa € a outra nao.

o Liliane perguntou sob quais condi¢des a convergéncia fraca garante convergéncia forte. Falei que
em espagos uniformemente convexos isso acontece desde que a norma da sequéncia convirja forte.
Dal ela perguntou se eu sabia demonstrar esse resultado. Falei que para o caso geral ndao, mas fiz

no caso de espacos de Hilbert.

 Liliane pediu para eu falar do Teorema de Hahn-Banach, de corolarios tteis e também de aplicagoes
nos estudos da topologia fraca e fraca-estrela. Falei do teorema, de como obter o corolario que se
x # y existe f € E' tal que f(z) # f(y), e mencionei como isso garante que a topologia fraca é

Hausdorff, em particular vale a unicidade dos limites.
 Liliane pediu exemplo onde a extensao de Hahn-Banach nao ¢ tnica.

e Romildo perguntou sobre os Teoremas de Banach-Steinhauss e do Grafico Fechado, enunciar e dar

aplicacoes, para que servem.

e O ultimo problema do exame foi sobre o problema do autovalor do Laplaciano na bola. Liliane
me perguntou como eu garantiria a existéncia de autofungoes e autovalores para o problema na
bola unitaria. Falei da teoria espectral de operadores compactos e da caracterizagao variacional do
primeiro autovalor. Em seguida, ela perguntou como eu conseguiria relacionar o primeiro autovalor
A1 da bola unitaria com o primeiro autovalor da bola de raio R, digamos \; g. Falei que minha

intuicao diria que eram inversamente proporcionais, Liliane e Mayra perguntaram como fazer a
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conta explicitamente. Falei do teorema da mudanca de variaveis, pediram para eu fazer a conta e

chegamos em

A1

ﬁ .

Liliane perguntou qual conclusao entao pode ser obtida sobre o problema do autovalor do Laplaciano

MR =

em R". Falei que ndo existe a primeira autofuncao nesse caso, pois nao pode existir autofuncao

associada a autovalor nulo.
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Proposigao (P.10.1). Seja 0 # f € E'. Entao ker(f) tem codimensao 1.

Demonstragao: Como 0 # f por hipétese, existe vy € E tal que f(vg) # 0. Podemos entao escrever

f(vo) f(vo)
Evidentemente,
f(x) )
- vo | € ker(f).
( f(wo) ’ ()
|
Teorema (T.10.1). Sejam Q C R™ um aberto limitado, f € L*(Q) e A > 0. Entdo o problema
—Au+ A u=f, em¢,
u =0, em Of)
possui uma tnica solugdo fraca em Hy(S2).
Solugao: Primeiramente, note que a formulacao fraca do problema é
/(W,W) +>\/ ww = / fo, Ve HY(Q)
Q Q Q
<~
<VU,VU>L2(Q) + )\<U,U>L2(Q) = <f, U)LZ(Q) (101)

Isso nos motiva a definir a seguinte forma bilinear:
B:Hy(Q) x Hy(Q) - R

(U, 1)) — <VU, VU>L2(Q) =+ )\(U, U)LQ(Q)
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de forma que a formulacio fraca do problema é equivalente a encontrar v € Hj () tal que

B(u,-) = (Hé(Q) Sv /va> =Ty

Uma vez que tivermos mostrado que
1 *,
Tf € (HO (Q)) )
B é continua;

B é coerciva,

o resultado desejado seguird do Teorema de Lax-Milgram.

De fato, Ty é evidentemente linear, e dada v € Hy(£2) temos

< I fllz@llvlize < Cllfllz@llvlm@ = Cllvl e

7y0)] = | [ 1o

Além disso,

o dadas u,v € Hy(Q),

|B(u,v)| = [(Vu, Vo) 12(0) + Mu, v) 2(0)|
<[Vl 22| Vv 2(q) + Mllull 2@ lv] 20 (10.2)
<(1+ /\Cz)Hu’|H5(Q)HUHH5(Q)7

onde usamos as desigualdades de Holder e Poincaré. Isso mostra a continuidade de B.

e Yo € Hy(Q), vale:

B(v,v) = (Vv, V) 2(0) + M, v) 12(0)
= HVUH%?(Q) + )‘HUH%?(Q)
> [ Vol|Z2q
> CHUH%?(Q)a

(10.3)

onde usamos a desigualdade triangular e a desigualdade de Poincaré. Isso mostra a coercividade
de B.

Pergunta 87.
E possivel melhorar a hipétese A > 0 para A > a para algum « < 07
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Resposta: Sim! Seja
\V4 2
>\1 = inf 7f9 | U2|
we HLQ\{0} [q ||

de forma que
2 2 2 1 2
J 9P = A [l = ey < L1 VulEa

e suponhamos 0 > A > —)\;. Entao (10.2) se torna

|B(u,v)| < ||Vullz2@)l| Vol z2@) — Mlullz@)llvll2@)

A
< ull gz vl mie) — )\THUHH(%(Q)HUHH(%(Q)

A
=Q—M)wm@mmmy

A

A hipdtese 0 > A\ garante em particular que A < A{, e portanto também que 1 — ™ > (0, o que mostra
1

que B é continua.

A prova da coercividade dada em (10.3) precisa ser adaptada. Basta notarmos que para v € Hy(Q),

temos que
B(v,v) = (Vv, V) 12(0) + Mv,v) 12(0)
A
> [VollZe) + )\THUH%%Q)

AL+ A
- (2552) 190l

Pergunta 88.
E possivel trocar a constante A por alguma funcéo c(x)? Se sim, quais hipdteses devem ser postas

sobre ¢(z)?

Solugao: Sim! Sim, desde que suponhamos que ¢ € L>(§2) e |[c[[L(q) < A1

Nesse caso, a forma bilinear associada é:

B(u,v) :/Q<Vu, V) —I—/Qc(x)uv

que satisfaz

|[B(u, )| < llullzy@ vl + llellz=@llull 2@ llvll 2@

l[ell o
< (1 + Y HUHHg(Q)HUHHg(Q);

Além de
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B(u,u) = lully e + [ el)u?

= Hu”%{é(ﬂ) - HCHL“(Q)”UH%%Q)
el
= Nl = 5l o

lellze @) 2
= (- Tl gy

onde usamos a desigualdade de Poincaré e o fato de que
lc(x)| < [lef|ze@) a.t-p em §, em particular — ||c||ze) < () < ||¢|l L)
Segue da hipotese

||CHLoo(Q) < /\1

el e @)

M=1-
que N

> 0, e portanto

|B(u, u)| > M[ulls o) Yu € Hy(€).

Pergunta 89.

Para o problema original, o que pode ser dito no caso em que A < —\;7

Resposta: Pelos resultados que acabamos de demonstrar, o operador solugao
L=(=A)":L*(Q) = H} (D)
estd bem definido, de forma que o nosso problema original é equivalente a encontrarmos

(1d - K)(u) = f.

onde K =i o —\L para alguma imersio compacta i : Hy(Q) — L*(Q). Se A = —)\;, é evidente que
Id — K néao serd injetivo e, em particular (pela alternativa de Fredholm), ndo serd sobrejetivo. Nesse
cendrio, a existéncia de solugoes fracas nao é garantida (na verdade, é garantido que existem fungoes
f para as quais o problema niao admite nenhuma solugao fraca). A unicidade também se perde, pois,
quando o problema admite alguma solucao, digamos u, entdo u + cp; (onde ¢; é uma autofungao de
—A) também serd uma solugao seja qual for c € R .

Por fim, se A < —A; e A & {\; }ien, Id — K é injetivo e, portanto, sobrejetivo. Nesse caso, o problema

admite exatamente uma solugao fraca.
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