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AULA 10

Metrizabilidade e Axiomas de Separacao

DEFINIGAO 10.1. Seja (£2, 7) um espago topoldgico ndo vazio. Temos as seguin-
tes definigoes:
a) Seja x € €, diremos que U C Q) é uma vizinhan¢a de x quando x € U°;
b) Dado = € Q base de vizinhangas B, de x a familia de vizinhangas de x
com a seguinte propriedade: se U é qualquer vizinhanca de x, entao existe
V C B, tal que V C U;
c) Uma cobertura aberta de Q é um subconjunto .7 C 7 tal que Jy, ez U =
Uma subcobertura é um subconjunto de .# que ainda é uma cobertura.

DEFINIGAO 10.2. Seja (£2, 7) um espago topoldgico néo vazio. Temos as seguin-
tes definigoes:

a) Diremos que 2 satisfaz o o primeiro azioma de enumerabilidade quando
todo z € 2 tem uma base de vizinhancas enumeravel;

b) Diremos que  satisfaz o o segundo azioma de enumerabilidade quando a
topologia 7 tem um base enumeravel;

¢) O espago Q serd dito Lindeldf quando toda cobertura de § possuir uma
subcobertura enumeravel;

d) Finalmente, diremos que 2 é separdvel sempre que € admitir uma con-
junto enumeravel denso.

PrOPOSIGAO 10.3. Em espacos métricos: Separdvel = base enumerdvel =
Lindeléf = separdvel.

DEMONSTRAGAO. Prova de: Separdvel = base enumerével: Se {z,, }nen é um
conjunto denso em ) entdo é facil ver que se {gmn}men é uma enumeracao dos
racionais entao {Bq(Zn, ¢m) tn,men ¢ uma base enumerdvel para 7.

Prova de: base enumeravel = Lindel6f: Seja .%# uma cobertura de €2 e 4 uma base
enumeravel para €. Defina

By ={Be€PB:BC Aparaalgum A € F}.
Sendo % uma base temos que todo elemento de .# pode ser escrito como uma
unido contavel de elementos de %, portanto B é uma cobertura enumeravel de

Q. Agora, para cada B; € #.# escolha A; € ¥ tal que B; C A;. Entao temos que
Q= Uj’;l B; = U;’il A;. Donde segue o resultado.

O
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AULA 12

Espacos Conexos

DEFINIGAO 12.1. Um espago topoldgico 2 é dito desconexo se existem conjun-
tos abertos, disjuntos e nao vazios A, B tais que 2 = AUB. Caso contrério diremos
que §2 é conezxo. Um subconjunto S C €2 é dito desconexo se com a topologia indu-
zida S é desconexo. Caso contrario diremos que S é conexo.

ExEmpLO 12.2. Cada intervalo fechado e limitado de R é conexo. De fato,
suponha que o intervalo [a,b], a < b seja desconexo. Entdo podemos escrever
[a,b] = AU B onde A e B sao dois abertos nao vazios de [a, b]. Suponha sem perda
de generalidade que b € B. Como B é aberto tem-se que (b — ¢,b] C B para algum
e > 0. Seja ¢ = sup A, pela observagao precedente devemos ter que ¢ < b e que
(¢,b] C B. Caso ¢ € A, como A é aberto, deve existir € > 0 tal que [¢c,c+¢€) C A,
contrariando o fato de ¢ = sup A. Assim ¢ € B. Se a < ¢, sendo B aberto deve
existir € > 0 tal que (¢ — €,¢] C B, contrariando o fato de ¢ = sup A. Concluimos
que ¢ = a, assim [a, b] = [¢,b] C B, outro absurdo. Portanto [a,b] é conexo.

PROPOSIGAO 12.3. Um espago topoldgico (2, T) é conexo se e semente se § e
@ sdo os unicos subconjuntos de € simultaneamente abertos e fechados.

PROPOSICAO 12.4. A imagem de um espaco conexo por aplicacdo continua €
UM espaco conero.

COROLARIO 12.5. Teorema do valor intermedidario.

ExEeRrcicio 12.1. Prove que a imagem continua de um espaco conexo é um
espago conexo.

EXERCicIO 12.2. a) Mostre que se S é conexo entdo S também o é. b) Se S
é conexo e S C D C S entao D é conexo.

PROPOSIGAO 12.6. Seja (2, 7) um espago topoldgico. Suponha que Q2 =, c; Sa,
onde cada S, € conexo e ﬂael Sa # @. Entao ) é conexo.

DEMONSTRAGAO. Suponha 2 = AU B onde A e B sao abertos e disjuntos de
Q. Note que para cada o € I, temos que S, C A ou S,, C B, caso contrario S, nao
seria conexo. Agora seja x € (),c; Sa, se € A, entdo devemos ter pela observagao
acima que S, € A para todo o € I donde B = @. Um raciocinio andlogo caso
r € B mostra que A = @. Logo ) é conexo. (]

ExERrcicio 12.3. a)Mostre que R é conexo. b) Mostre que R é conexo.

ExERcicio 12.4. Seja (€, 7) um espago topoldgico. Suponha que cada par de

pontos z,y € §) pertenca a um conjunto conexo Sy, C ). Entao {2 é conexo.
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30 12. ESPACOS CONEXOS

ProOPOSIGAO 12.7. Sejam (Q1,71) e (Q2,72) espacos topoldgicos nao vazios.
Entao o produto Entao o produto cartesiano 01 X Qg € conexo se e somente se
e )y sGo coneros conexo.

DEMONSTRACAO. Sendo o produto 21 xX€25 conexo e as projegoes 1, T2 continuas
entao pelo exercicio 77 temos que w1 (21 X Q) = Q1 e T (21 X Q) = Qs séo conexos.

Reciprocamente suponha que Q; e Qs sejam conexos. Fixe y € Qy e para
cada z € Qy defina U, = ({2} x Q2) U (1 x {y}). Note que para cada © € O
o cojunto U, é a unido dos dois conjuntos conexos {z} x Q2 e Q1 x {y} e que
({z} x Q2) N (21 x {y}) = {(z,y)}, assim sendo seegue da proposigao ?? que U, é
conexo.

Agora note que Q1 x Qp = (J,cq, Uz € que ,cq, = 1 x {y} # 9. Portanto
pela proposicao?? segue o resultado. O

ExErcicio 12.5. Complete a demonstragao acima mostrando que {z} x Qs
¢ homemorfo a Q3 e que Oy x {y} é homeomorfo a €.

EXERCiCIO 12.6. Mostre que RY com a topologia das caixas ndo é co-
nexo. Sugestdo: Decomponha RY no conjunto das sequéncias limitadas e
das sequéncias nao limitadas.

PROPOSIGAO 12.8. Seja {Qa }acr uma famdlia nao vazia de espagos topoldgicos

nao vazios. Entao o produto Hael Q. € conexo se e somente se cada ), € conexo.

DEMONSTRACAO. O

1. Lista de exercicios

1. Um espago topoldgico €2 é dito ser totalmente desconero quando os tinicos
subconjuntos conexos de ) sao os conjuntos unitarios. Mostre que se 2
estd equipado com a topologia discreta entao 2 é totalmente desconexo.
A reciproca vale?

2. Mostre que se {A,}nen é uma sequéncia de subespagos conexos de um

espago topoldgico €, tais que A, N A,4+1 # @ para todo n. Mostre que

Unen An € conexo.

O espago Ry é conexo?

4. Mostre que um espago topoldgico {2 é continua se e somente se as unicas
fungoes f : Q@ — {0,1} continuas sdo as constantes.

5. Seja  um espago topolégico e suponha que para cada par de pontos z,y
existe um subconjunto conexo S, de €2 contendo z e y, entao €2 é conexo.

6. Mostre que para n > 2, R™\ {z1,...,z,} é conexo.

7. Mostre que R? \ Q2, onde Q? representa o conjunto de todos os pontos de
coordenadas racionais, também é conexo.

8. Prove que R™ e R nao sao homeomorfos para todo n > 2

9. Seja E C R™ um subespaco de codimensdo > 2. Mostre que R" \ F é
COonexo.
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AULA 13

Compacidade

DEFINIGAO 13.1. Um espago topoldgico Q é dito compacto quando toda cober-
tura aberta de 2 admite uma subcobertura finita. Um subconjunto K C €2 é dito
um subconjunto compacto quando K com a topologia induzida for compacto.

ExXERcicio 13.1. Seja K C , entdo K é compacto se e somente se toda
cobertura de K por abertos de €2 admite uma subcobertura finita.

ExEMPLO 13.2. A reta R n@o é compacta. De fato considere a cobertura
F ={(n,n+2),n € Z}, é facil ver que . nao tem subcobertura finita.

1
ExEMPLO 13.3. O seguinte subconjunto de R é compacto: Q = {0} U{—,n €
n
7).

DEFINICAO 13.4. Diremos que um espaco topoldgico tem a propriedade da
intersecgdo finta (p.i.f) se e somente se para qualquer familia de conjuntos fechados
{Fu}aer como a propriedade de que: F,, N---NF,, # & para todos aq,...,af € I,

tem-se que (), c; Fo # 9.

PROPOSIGAO 13.5. Um espaco topoldgico ) é compacto se e somente se tem a
propriedade da interseccao finita.

DEMONSTRAGAO. Seja {U,}aes uma familia de abertos. Associamos a essa
familia a seguinte familia de fechados: {F,}acr, onde F, = Q\ U,. Entao temos
que F,,N---NF,, # @ se e somente se {U,, }¥_; ndo é uma cobertura de (2, enquanto
pela p.if Nyer Fa # D © Uger Ua # Q2. Portanto, a propriedade da intersecgao
finita diz que se nenhuma subfamilia finita de {U,}aecr é uma cobertura entao
{Uq}aer também ndo é uma cobertura, o que é a contrapositiva da defini¢ao de
compacidade. ([

PROPOSIGAO 13.6. Seja Q um espago topoldgico compacto. Entdo temos o
sequinte:
a) Todo subconjunto F C Q fechado também é compacto;
b) Se Q for Hausdorff e K C Q for um subconjunto compacto entio K é
fechado em Q;
¢) Todo espago compacto Hausdorff € normal;

DEMONSTRAGAO. Prova de a): Seja {V,, }4e; uma cobertura aberta de F'. Entao
existem abertos U, de Q2 tais que V,, = FNU,. Note que {Q\ F} U{U,} é uma co-
bertura aberta de €2, portanto existem indices a1, . . ., a,, tais que {Q\ F}U{Uy, } -,

é uma subcobertura finita de 2. Portanto {V,,}? ; é uma subcobertura finita de
F.
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32 13. COMPACIDADE

Prova de b): Para provar o desejado vamos precisar usar o seguinte fato: em um
espago Hausdorff dado um compacto K e um ponto = ¢ K, existem abertos disjun-
tos U, e V, tais que x € U, e K C V. De fato, fixado ¢ K ey € K, obtemos, pois
Q2 é Hausdorff, abertos disjuntos Uy 3 € Vgy 3 y. Assim temos que {Vyy}yek €
uma cobertura aberta de K. Usando a compacidade de K obtemos y1, ..., ¥y, tais
que

KCVyy U UV, =WV

Defina U, = Uyy, N - Uyy, note que U, ¢é aberto pois é a interseccao finita de
abertos e que U, NV, = &. Provando a afirmagao.

Com isso em maos podemos proceder a prova de b). Para cada x ¢ K tome
U, > x eV, DK abertos disjuntos. Entdo Q\ K = UIEQ\K U, é aberto, donde K
é fechado.

Prova de ¢): Sejam K e L fechados em 2, pelo item a) sdo ambos compactos.
Usando o fato que provamos na prova de b) para cada x € L, temos abertos disjuntos
U, > XV, D K. Entédo, {U,}ser é uma cobertura de L, por compacidade existem
Z1,...2, taisque BC U =U,, U---U,, . Tomando V = ﬂ?zl V., temos que U e
V sao abertos disjuntos K C Ve L CU

|

DEFINIGAO 13.7. Um espago topolégico Q é dito fracamente sequencialmente
compacto (f.s.c) se toda sequéncia em 2 tem um ponto de acumulacgdo. Se toda
sequéncia tem uma subsequéncia convergente diremos que 2 é sequéncialmente
compacto. Note que em espacos métricos essas duas nogoes coincidem.

ExXERcicio 13.2. Mostre que um espago métrico é fracamente sequencial-
mente compacto se e somente se é sequéncialmente compacto. Se {2 for apenas
um espaco topoldgico, qual dessas nogdes implica a outra? Dé um exemplo
de um espaco nao metrizavel em que essas nogdes nao coincidem.

PROPOSIGAO 13.8. Todo espago topoldgico compacto é fracamente sequencial-
mente compacto.

DEMONSTRAGAO. Seja {zy}neny uma sequéncia em um espago compacto (2.
Suponha que {z,}nen ndo tenha ponto de acumulagdo (em particular {z, }nen
é ndo eventualmente constante). Entdo para cada z € ) existe uma vizinhaga
aberta U, de x contendo apenas um ndmero finito de termos de {z,}nen. Veja

que {U, }zeq é uma cobertura aberta de € por compacidade deve existir x1, ..., Ty
em Q tais que Q =U,, U---UU,,. Mas isso implica que {x, }nen tem apenas um
nimero finito de termos, o que é absurdo. (I

ExEercicio 13.3. Seja 2 = {0,1} e considere em Q a topologia 7 = {@, Q}.
Equipe N com a topologia discreta e considere o produto N x . Use esse
exemplo para mostrar que a reciproca da proposi¢ao acima nao é verdadeira.

DEFINIGAO 13.9. Um espago merico (2,d) é dito totalmente limitado se e
somente se para todo € > 0 existe um conjunto finito {z1,...,2,} C Q tal que

QC U:lzl Bd(l‘i,e).

PROPOSIGAO 13.10. Seja (2, d) um espago métrico. Entdo temos o seguinte:
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a) Todo espaco métrico totalmente limitado € separdvel;
b) Todo espago métrico totalmente limitado € sequencialmente compacto.

DEMONSTRAGAO. Prova de a): Para cada n considere o conjunto {x;n) }jvzl tal

que Q = Uévz"l Bd(xg«"),l/n). Afirmamos que {$§n)}j=1,...,Nn;n6N é denso em .
Com efeito, seja z € Q e U 3 x um aberto, entdo existe n tal que By(z,1/n) C U.
Agora veja que pela construcao de {xin)}jv:"l existe j tal que = € Bd(xgn), 1/n),
assim xg-") € By(z,1/n). Portanto {x§"’)} =0

Prova de b): Seja {ym }nen uma sequéncia em Q. Considere {xﬁ") };Vznl a sequéncia
definida no item anterior. O principio da casa dos pombos garante que pelo menos
uma das bolas Bd(xgl), 1), 5 = 1,...,N,, contém infinitos termos de {ym }men,
escolha uma dessas bolas e denote-a por B;. Portanto existe uma subsequéncia
{yr(Ll)} C B;. Usando indugao obtemos uma bola B, de raio 1/¢ e uma sub-
sequéncia {y%)} em By,. Entao a subsequéncia z, = yée), tem a propriedade de
que {zj};?‘;e C By. Portanto temos que d(z, z;) < 1/¢ sempre que m,j > £, ou
seja, {z;}jen é uma sequéncia de Cauchy, assim existe z tal que z; — z. Portanto
z é limite de uma subsequéncia de {Ym }nen- O

TEOREMA 13.11. Em um espago métrico (,d) as sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

a)  é compacto;
b) Q é sequencialmente compacto;
¢) Q é completo e totalmente limitado.

DEMONSTRAGAO. a)= b): Isso é o contetido da Proposicéo 13.8.

b)= ¢): Dado ¢ > 0 suponha que para quaisquer {zi,...,zy} tenhamos que

N . - . .
;21 Ba(xi,€) # Q. Vamos construir uma sequéncia {x, }nen que nio possui ne-
nhuma subsequéncia convergente. Para, isso escolha, x; arbitrariamente e induti-
vamente escolha z,41 de modo que z,41 ¢ U\, Ba(zy,€). Assim d(zp,zm) > €
para todos n # m. Concluimos que {2, },en ndo possui subsequéncia convergente,
o que uma contradi¢do com a hipdtese.

¢)= a): A proposicao 13.10 garante que sendo € completo e totalmente limitado
entao 2 é separavel. Logo, pela proposigao 10.3 2 é Lindeldf, ou seja, toda cobertura
aberta de €2 adimite uma subcobertura enumerdvel. Assim, seja {Up,}nen uma
cobertura enumerdvel de €2, tal que nehuma subcolegao finita {Uy,...,U,} seja
uma subcobertura de 2.

Seja A, = Q\ U;’:l U, # @ é fechado e A,, D A,41. Para cada n escolha
z, € A,. isso fornece uma sequéncia {z;};jen que pelo item b) da proposicao
anterior tem um ponto de acumulagdo z. Visto que {z;}jen C A, para todo n,
e cada A, ¢ fechado, concluimos que = € ()7, A, = @, absurdo. Logo {Up }nen
admite uma subcobertura finita. (I



34 13. COMPACIDADE

ExERcicio 13.4. Considere o cubo de Hilbert C' = [0,1]" equipado com a
métrica produto, i.e, d(x,y) = sup,en{|Zn — yn|/n}.

a) Mostre que nessa topologia bolas Bg(z,r) sdo conjuntos da forma
[I.en B(2n,nr) (aqui B sem o indice indica a bolas de [0, 1] relativas
ao valor absoluto);

b) Mostre que C é completo;

c¢) Verifique que C é totalmente limitado e conclua que C' é compacto.

DEFINIGAO 13.12. Seja 2 um espago topoldgico, diremos que A C € é pré-
compacto quando A for compacto.

PROPOSIGAO 13.13. Um subconjunto A C R™ é compacto (na topologia usual)
se e somente se € fechado e limitado.

DEMONSTRAGAO. Sendo A compacto, entao pela proposicao 13.6 A é fechado,
e pela proposicao 13.11 A é totalmente limitado. Portanto existe um conjunto
finito {z1,...,zn} tal que A C Uivzl B(z;,1). Assim sendo A C B(0,7) onde
r =14 max{|z1|,...,|zn]|}. Portando A é limitado e fechado.

Reciprocamente, sendo A fechado e limitado, temos em particular que A é com-
pleto (todo subconjunto fechado de um espago métrico completo é ainda completo
com a topologia induzida.)

O resultado estard provado se mostrarmos que A é totalmente limitado. Pois
bem, como A é limitado existe r > 0 tal que A C B(0,7), em particular A estd
contido no cubo C de centro 0 e lado 2r. Entao € > 0 escolha § > 0 tal que §v/n < e.
Considere o conjunto L5 = {dm : m = (my1,ma,...,m,) € Z™}, note que L5 tem
maximo L%T'HJ” pontos, e que centrando em cada um desses pontos um cubo de
lado ¢ obtemos uma cobertura de C. Para encerrar note que cada um desses cubos
esta contido numa bola de raio €, assim A é seguramente coberto por L%J” bolas
de raio e. Portanto A é totalmente limitado, assim, segue do teorema 13.11 que A
é compacto.

(I

DEFINIGAO 13.14. Sejam (€1,d1) e (22,d2) espagos métricos. Diremos que
uma funcao f : Q1 — Qs é wuniformemente continua quando dado € > 0 existe
6 > 0 tal que

Ve, y € O, di(z,y) < d = da(f(2), fly) <e

PROPOSICAO 13.15. Sejam Q1 e Qs espacos métricos com Q1 compacto. Entdo
qualquer fungao continua f : Q1 — Qo € uniformemente continua.

TEOREMA 13.16. Sejam 2y e Qs espacos topoldgicos com 2y compacto. Entao
temos o sequinte:
a) Se f: Q1 — Qo € continua entao f(21) € compacto em Qg;
b) Se Qo € Hausdorff e f : Q1 — Qo € continua e bijetiva, entdo f é um
homemorfismo.

DEMONSTRAGAO. Prova de a): Seja {V, }oer uma cobertura aberta de f(4).
Como cada V, = U, N f(Q1), onde U, é aberto em s, tem-se pela continuidade
de f que {f71(Uq)}aer é uma cobertura aberta do compacto €2;. Extraindo uma
subcobertura finita { f =1 (Uy, ), ..., f "1 (Ua,, )} de Q1 concluimos que {V4,, ..., Vo, }
é uma cobertura de f(£21). Portanto f(€1) é compacto.
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Prova de b): E suficiente mostrarmos que f envia fechados em fechados. Seja F'
fechado em €1, temos pela proposigdo 13.6 item a) que F' é compacto, entdo pelo
item anterior temos que f(F') é compacto em s. Como 2y é Hausdorff segue da
proposicao 13.6 item b) que f(F) é fechado. O

TEOREMA 13.17. Seja f : Q@ — R uma funcdo continua onde  é um espaco
topoldgico compacto. Entdao f tem mdzimo e minimo.

DEMONSTRAGAO. Pela teorema anterior, f(£2) é compacto em R e portanto é
fechado e limitado. Logo f(Q2) contém seu supremo e seu infimo. O

ExErcicio 13.5. Seja Q um espago compacto Hausdorff. Seja f : QU {oo}
uma funcao semicontinua inferiormente. Entao f é limitada inferiormente,
ie, infyeq f(x) > —o0, e existe x € N tal que f(z) = infecq f(2).

1. Lista de Exercicios

1. Considere [0,1]N com a topologia uniforme. Encontre nesse espaco um
subconjunto infinito sem pontos de acumulacao.

2. Mostre que [0, 1] como subespago de Ry nao é f.s.c.

3. Mostre que o circulo S* = {(x,%) : %2 +y? = 1} com a topologia induzida
de R2 é compacto.

4. Mostre que [0, 1] ndo é compacto como subespago de Ry.

5. Seja {x,} C R, uma sequéncia convergente com limite x, mostre que
{z,xn,n € N} é compacto.

5. Qualquer espago métrico compacto 2 é homemorfo a algum subconjunto
do cubo de Hilbert. (Sugestdo: €2 é separdvel (justifique), entdo seja,
{1, x2,...} um subconjunto denso em 2. Defina F' :  — C pondo
F(z) = (d(z,x1),d(x,z2),...), mostre que F' é o homeomorfismo dese-

jado).



== Universidade de Brasilia

ToPOLOGIA GERAL 09 /2019 Lista DE EXERcicIOS 1
TurMA A 24/01/2019

PROBLEMA 1 (INFINITUDE DOS PRIMOS): Considere o conjunto dos niimeros

inteiros Z. Defina para cada par de nimeros inteiros m, n, onde m # 0 o conjunto
Ay ={mn+k,neZ}.

a) Prove que intersecgoes de dois conjuntos da forma A,, ) ¢ um conjunto da
forma A, ;. Conclua que a familia {A4,,x, m,n € Z,m # 0} é uma base

para uma topologia em Z (chamada de topologia de Furstenberg);

b) Prove que cada A,,  é simultaneamente fechado e aberto (clopen) na topo-

logia de Furstemberg;

c) Prove que cada conjunto aberto nao vazio na topologia de Furstenberg é

infinito;

d) Considere P C Z o conjunto dos ntimeros primos (1 nao é primo!). Seja
B =U,ep Apo, quem é B?

e) Mostre que se P for finito entdo B é aberto

f) Conclua que P ¢ infinito.

PROBLEMA 2(AXIOMAS DE KURATOWSKI):

a) Seja (Q,7) um espaco topoldgico. Prove que o operador fecho A +— A tem

as seguintes propriedades:
NB=0, ii)ACA ii)A=4 e ivyAUB=AUDB.

b) Seja 2 um conjunto. Suponha que uma aplicagao F' : Z(Q) — Z(Q2) tem
as propriedades i)-iv) listadas acima, i.e: i) F(@) =@, 1ii) A C F(A) iii)
F(F(A))=F(A) e iv) F(AUB) = F(A)UF(B). Mostre que existe uma

unica topologia 7 tal que F' seja o operador fecho para 7.



c¢) Considere Q =Ne F : Z(N) — Z(N) dada por F(A) = A= {k-A k € N}.
Mostre que F satisfaz as propriedades i)-iv) listadas no item anterior. Sendo
7 a também a topologia referida no item anterior, descreva os conjuntos

fechados e os conjuntos abertos de (N, 7).

d) Considere em N a topologia dada pelo item anterior. Mostre que uma funcao

f : N — N é continua, se e somente se, cada vez que m|n tem-se que

fm)lf(n),

PROBLEMA 3(NUMEROS DE LIOUVILLE): Diremos que um nimero real £ é de

Liouville quando, para cada n > 1 existe um racional p/q, ¢ > 1 tal que

0<

1
b 5‘ < —.
q q"
a) Mostre que o conjunto L dos numeros de Liouville é um Gy;

b) Conclua que L é nao enumerdvel.
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PROBLEMA 1: Seja K : [0,1] x [0,1] — R uma funcdo continua. Para cada
f € C([0,1],R) defina

T(f) = / K (2, 9)f(y)dy.

Mostre que T'(f) € C([0,1],R) e que {T(f), || f|| < 1} é precompacto em C([0, 1], R).

PROBLEMA 2: Seja (€2, d) um espago métrico. Uma fungao f € C(2,R) é dita
a-Hdolder continua (o > 0) quando a quantidade abaixo é finita
Holo(f) = sup M
x#y d($’ y)a

Mostre que se o espago métrico  é compacto, entao o conjunto {f € C(,R) :
IfIl <1, Hol,(f) <1} é compacto em C(2,R) na métrica uniforme.
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1.2 Resultados auxiliares

Observacao (0.1). Usaremos implicitamente varias vezes aqui que a uniao é distributiva sobre a intersegao
e que a intersecao ¢ distributiva sobre a uniao.

Definicao (D.1). Uma cisao nao trivial de 2 é um par U,V de abertos ndo vazios e disjuntos de € cuja
uniao ¢ igual a 2. Uma cisdo trivial de 2 é um par de abertos disjuntos onde um deles é vazio e o outro é o
Q. Q é dito conexo se nao existe nenhuma cisdo nao trivial de €2 e desconexo caso contrario.

Definicao (D.2). Diremos que 2 é conexo por caminhos se para todo z,y € € existe uma fungao continua
f i [a,b] = Q (que chamaremos de caminho) indo dum fechado da reta em € tal que f(a) =z e f(b) = y.

Definicao (D.3). Diremos que p € © é um ponto de acumulagdo da sequéncia {z,},en C € se para toda
vizinhanca aberta U de p e para todo ny € N existe n; > ng tal que z,, € U.

Observacao (0.2). Assumiremos que uma sequéncia {x,},en de © é uma fungdo f : N — Q tal que
f(1) = 2 e assim por diante.

Observacao (0.3). Com essa defini¢io, um ponto de acumula¢ido de uma sequéncia {x, },eny nd0 precisa
ser um ponto de acumulagdo de X = {1, xs,- -} (considere a sequéncia que alterna entre 0 e 1 no compacto
[0,1]), e a reciproca também nao vale (ver a proxima observagao).

Observacao (0.4). Definicdo do Munkres: Diremos que um espago topologico €2 é acumuladamente
compacto (limit point compact) se todo subconjunto infinito de 2 tem ponto de acumulagao.

Observacao (0.5). Definicdo das notas de aula: Diremos que um espago topoldgico €2 é fracamente
sequencialmente compacto se toda sequéncia f : N — Q tem ponto de acumulacao.

Observacao (0.6). A definigdo do Munkres é mais fraca do que a das notas de aula que exige que toda
sequéncia em €) tenha ponto de acumulagao: considere a sequéncia em N x {0,1} (onde o primeiro tem a
topologia discreta e o segundo a indiscreta) dada por z; = (1,0),2zo = (1,1),23 = (2,0),24 = (2,1),---,
que nao tem ponto de acumulacdo, mas todo S C € nao vazio (em particular se S é infinito) tem ponto de
acumulacdo (a prova disso é o mesmo argumento usado no exercicio 3 das caixas de compacidade). Porém
note que as duas definigdes sao equivalentes se () satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade (ou até
mesmo se satisfaz pelo menos que subconjuntos finitos sejam fechados).

Observacgao (0.7). Ser fracamente sequencialmente compacto é equivalente a ser enumeravalmente com-
pacto (i.e, toda cobertura aberta enumeravel tem uma subcobertura aberta finita) e também implica em ser
acumuladamente compacto (mas a reciproca s6 vale se o espago satisfizer pelo menos que subconjuntos finitos
sejam fechados).

Lema (L.1). Se CUD = Q é uma cisdo nao trivial de 2 e Y € um subespago conexo de 2, entio ou'Y C C
ouY CD.

Demonstracao: Note que CNY e DNY sao abertos disjuntos de Y cuja uniao é todo Y, entao pela hipdtese
de conexidade de Y um deles é vazio e outro é todo o Y.

Lema (L.2). Qualquer conjunto conexo por caminhos é conezo.

Demonstracao: Suponha por absurdo que €2 é conexo por caminhos mas nao é conexo. De fato, se () = AUB
é uma cisao de €, entdo se f : [a,b] — Q é um caminho arbitrario, como f([a,b]) é a imagem continua de
um conexo, também é conexo, e usando o lema (L.1), temos que f([a,b]) ou esta contido em A ou em B, de
forma que nao existe nenhum caminho de um ponto de A até um ponto de B, uma contradicao.
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Lema (L.3). Seja & uma cobertura aberta do espago métrico (2,d). Se Q é sequencialmente compacto,
existe 6 > 0 tal que todo subconjunto de 2 com diametro menor que 6 estd contido em algum elemento de <f .

Demonstragao: Suponha por absurdo que {2 seja sequencialmente compacto mas nao existe d nas condigoes

1
do lema. Entao, em particular, para cada n € N, existe um conjunto C,, de diametro menor que — que
n

nao esta contido em nenhum elemento de /. Para cada n, escolha um ponto x, € C,. Por hipodtese,
alguma subsequéncia {x,, };en da sequéncia {x,},en converge para algum ponto a. Como &7 é cobertura,
existe A € o tal que a € A. Como A é aberto, existe ¢ > 0 tal que By(a,e) C A. Tomando i grande

1
o suficiente de forma que diam(C,,) = — < % e d(zy,,a) < %, temos (pela desigualdade triangular) que
n;

€
Cy, C Ba(xy,, =) C By(a,e) C A, uma contradigao.

5)
m

Lema (L.4). Seja (€2, d) um espago métrico sequencialmente compacto. Entao, Ve > 0, existe uma cobertura
finita que consiste de bolas abertas de raio ¢.

Demonstracao: Iremos provar a contrapositiva da afirmagcao, isto é, se existe ¢ > 0 tal que 2 ndo admite
nenhuma cobertura finita de bolas abertas de raio ¢, entdo €2 nao é sequencialmente compacto. De fato, se
existe tal €, podemos construir uma sequéncia {x, },en que nao possui nenhuma subsequéncia convergente
da seguinte maneira: tome z; € ) arbitrario e escolha x5 de forma que x5 ¢ By(x1, ) (por hip6tese podemos
fazer isso, sendo By(z1,€) seria uma cobertura finita de §2). Em geral, dados 1, -+ , x,, tome z,41 € 2 de
forma que:

Tpi1 & Ba(w1,€) U Byg(wa,€) U -+ U By(y, €)

(e novamente, a hipotese garante que possamos fazer isso). E 6bvio que, por construcio, d(xpi1,2;) > €
para todo ¢ € {1,---,n}, e de fato nenhuma subsequéncia dessa sequéncia pode convergir: dado qualquer

T, Ba(xy, 5) contém no maximo um termo da sequéncia, o proprio x,.
[ |

Lema (L.5). Seja (2, d) um espago métrico e S C ). Entao x € ) € ponto de acumulag¢io de S se, e so se,
para todo € >0, S\ {x} N B(x,e) # 0, isto €, para todo € > 0, existe y # x € S tal que d(z,y) < ¢.

Demonstragao: A ida segue diretamente da definigdo de ponto de acumulagao (pois B(z, €) é um aberto de
Q) contendo z) e a volta diretamente do fato de que dado = € Q qualquer aberto U > x da topologia gerada
por d contém alguma bola de raio ¢, e portanto U N S\ {x} # 0.

Observagao (0.8). E f4cil ver que esse lema também é equivalente a: x é ponto de acumulacio de S <=
toda vizinhanga aberta de x intersecta S em infinitos pontos distintos.

Lema (L.6). Qualquer espago métrico compacto (2, d) é separdvel.
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Demonstragao: Sabemos que todo espago métrico compacto (£2,d) é totalmente limitado, de forma que

1
para todo n € N a cobertura C,, = {Bd (x, > |z € Q} admite uma subcobertura finita
n

1 1 1 1
Fn = {Bd (xla) JBd (x27> JBd <$37> y T JBd (fL’k,)}
n n n n

para alguns z1,--- ,x) € 0. Para cada n € N, seja A, = {x1, 22, , 2} 0 conjunto consistindo dos centros
das bolas de F,,. Afirmamos que:

D=1 4,

neN

¢ um subconjunto enumeravel de €2. De fato, 2 é enumeravel, pois é uma unido enumeravel de conjuntos
finitos, e também é denso, pois dado qualquer aberto U nao vazio de €2 e qualquer = € U, entao existe ¢ > 0

1 1
tal que By(z,e) C U, e tomando m € N tal que — < ¢, entdo By (w, ) C By(z,e). Como F),, é uma
m m

1 1
Y, )7 10g0 Yy € Bd (l', ) Assim:
m m

subcobertura finita de €2, existe y € A,, tal que x € By (
1

y € By (a:) M Ba(z,e) © DNU £
m

i.e, qualquer aberto nao vazio de €2 intersecta D, como desejado.

Lema (L.7). Se (Q2,d) é um espago métrico, entiao d: Q x Q@ — R é continua.

Demonstracao: Mostraremos que a imagem inversa de todo aberto U da reta é aberta em 2 x €. De fato,
se U C R é aberto, queremos mostrar que d”*(U) = € é aberto, isto é, para todo 0 € @, existe um aberto
basico B de 2 x Q tal que o € B C 0. Com efeito, note que se (z,y) € d ' (U), entdo d(x,y) = c € U, logo

€ 3 .
existe € > 0 tal que (¢ —¢,c+¢€) C U. Afirmamos que B = By (x, =) X By (v, 2) satisfaz o desejado. E

2
6bvio que (z,y) € B, resta mostar que B C &. De fato, se (2',1') € B, entao note que:

d(2',y") — d(z,y)| = |d(z",y') — d(@’,y) + d(2’,y) — d(,y)| (1)
< |d(@’,y') — d(2', y)| + |d(2', y) — d(z,y)| (2)
<d(y,y) + d(z,2') (3)

e €
£4c 4
=c (5)

logo d(2',y') € (c—¢,c+e) C U esegue que (z',y') € 0. Como (x,y) e (2, y") foram tomados arbitrariamente,
o resultado segue.

Observacao (0.9). Para ir de (2) para (3) note que novamente pela desigualdade triangular:
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Lema (L.8). Se {An}acr € uma colegio de subespagos conexos de Q2 e A é um subespago conezo de §) tal que

AN A, #0 para todo o € I , entao AU (U Aa> € conexo.

ael

Demonstragao: Note que AU A, é conexo pela proposicao (P.1). Entao, novamente pela proposigao (P.1),

U (A U (U Aa>> =AU (U Aa> é conexo. Note que também poderiamos ter usado o lema (L.1) para

acl a€cl acl
mostrar que a unica cisao ¢é a trivial.

s

Lema (L.9). Se A e B sdo subconjuntos proprios de X eY, respectivamente, entao C = X x Y\ Ax B ¢
conezo.

Demonstracao: Fixe um (a1, as) € C de forma que a1 ¢ A e ay ¢ B. Para cada © ¢ A defina V, = {2} xY

e para cada y ¢ B defina H, = X x {y}. E claro que ambos sdo conexos pois sio homeomorfos a X e Y,
respectivamente. Defina [ = {(z,y) €e X xY |a ¢ Aey ¢ B}, D =V, UH,, ¢ para cada a € I defina
também A, = Vi (o) U Hry (). Note que:

(i) DN A, ={(m(«a),a2), (a1, m(a))} #DVa eI

(ii) D é obviamente a unidao de subespagos conexos e nao disjuntos, donde segue da proposicao (P.1) que
D é conexo. Analogamente, A, é também conexo para cada « € I.

e o resultado segue do lema anterior.

2 Exercicios de conexidade

Questao 1. Prove que a imagem continua de um esSpago conexo € um espago COnexo.

Solugao: Seja f : X — Y continua e suponha que X é conexo. Sem perda de generalidade, podemos supor
que f é sobrejetiva (caso nao fosse, bastaria restringir o contradominio ao espago da imagem Z = f(X), que
preserva continuidade). Assim, suponha por absurdo que Z = f(X) =Y = AU B, i.e, é desconexo. Entao,
se tomarmos z € X, ou f(z) € A ou f(x) € B, de onde concluimos que f'(A) e f~*(B) sdo abertos (pela
hipétese de continuidade) disjuntos cuja unido f~*(A) U f~(B) = X, ou seja, X é desconexo, um absurdo.

Questao 2. Mostre que:
(a) se S ¢é conero, entdo S também o é.

(b) se S é conexo e S C D C S, entio D é conexo.

Solucgao:
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(a) Suponha que S seja conexo. Vamos mostrar que a tinica cisio de S é a trivial, isto é, se S = AU B e
A # (), entdo B = (). De fato, temos AN B = AN B = (), e tomando a € A, como a ¢ B, existe U 3 a
aberto tal que UN B =), e como a € S, existe x € UNS # () com x ¢ B, assim z € SN A # (. Note
que S = (ANS)U(BNS), e pela hipétese de conexidade BNS =0 = B = 0.

(b) Suponha por absurdo que D = AU B com A, B abertos disjuntos e ndo vazios. Pelo lema (L.1),
podemos assumir sem perda de generalidade que S C A, assim S C A. Como A e B sao disjuntos,
concluimos que B = (), uma contradicao, logo D é conexo.

Questao 3. Mostre que:
(a) com a topologia usual, R é conexo.

(b) com a topologia usual, R™ € conezo.

Solugao: Primeiramente, provaremos a seguinte:

Proposicao (P.1). Seja (€2, 7) um espago topoldgico. Suponha que

0= LJ Sa7

ael

onde cada S, é conexo e ﬂ Se # 0. Entao Q é conexo.
acl

Demonstracao: Suponha que Q2 = AU B, onde A e B sao abertos disjuntos de §2. Note que para cada

a € I, temos que S, C A ou S, C B, pois caso contrario S, nao seria conexo. Seja agora r € ﬂ Sa. Se
acl
x € A, segue da observacao que acabamos de fazer que S, C A seja qual for a € I, donde segue que B = ().

Mutatis mutandis, vemos que se z € B entdao A = (). Portanto 2 é conexo.

(a) Temos R = U [—n,n], uma unido de subespagos da reta conexos e nao disjuntos. O resultado segue
neN
da proposigao (P.1).

(b) Tome v = (xy,--- ,x,) € R" com ||v|| =1 e seja L, a reta de R" passando pela origem e com vetor
direcional v. E claro que R" = U L,, uma uniao de subespagos de R™ nao disjuntos e conexos (pois
[[v][=1
sao a imagem de R sob a fungao continua f : R — R" dada por f(t) = tv), e o resultado segue da
proposigao (P.1).

Questao 4. Seja (2, 7) um espago topoldgico. Suponha que cada par de pontos x,y € Q) pertenca a um
conjunto conexo Sy, C §). Entao () é conezo.

Solucgao: Fixe algum x € €). Entao é claro que 2 = U Szy, € o resultado segue da proposicao (P.1).
rH#YeQ
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Questao 5. Sejam (21,71) e (2, 72) espacos topoldgicos nao vazios. Fize arbitrariamente x € €y e
y € Qy. Mostre que {x} x Qo €é homeomorfo a Qs e que Q0 X {y} € homeomorfo a Q.

Solugao: E claro que f: Qy — {} x Q, definida por f(t) = (z,t) € {2} x Qe g: Q — QO x {y} definida
por g(t) = (t,y) € Q1 x {y} s@o bijegdes continuas com inversas continuas, como desejado.

Questao 6. Mostre que RY com a topologia das cairas nio é conexo. Sugestdo: decomponha RY no
conjunto das sequéncias limitadas e das sequéncias nao limitadas.

Solugdo: Sejam A = {z = (21,29,---) € RY | 3K € Rtalquez, < K Vn € Nouz, > K ¥n € N} e
B={x=(1,79,---) € RY | VM € R 3ny; € N tal que z,,,, > M ou VM € R Iny € N tal que z,,,, < M}.
E claro que A e B sao subconjuntos de RY ndo vazios cuja unido é o préprio RY. De fato também sdo abertos,
pois dado x = (x1,79,---) € RY, ou x € A ou x € B, e sendo U um aberto bésico de RY na topologia das
caixas dado por:

U=(xr1—1Lx1+1) X (zg—1L,zg+1) x---
temosoux € U C Aoux € U C B.

Questao 7. Um espaco topologico §2 € dito ser totalmente desconexo quando os unicos subconjuntos
conexos de () sao os conjuntos unitarios. Mostre que se () estd equipado com a topologia discreta entdo
Q ¢ totalmente desconexo. A reciproca vale?

Solucgao: Considerando a topologia discreta, qualquer V' C {2 com mais de dois elementos ¢ desconexo, pois
fixado z € V, {x} UV \ {2} =V é uma unido de abertos disjuntos cuja uniao é V. A reciproca nao vale, um
contra-exemplo é o exemplo 4 no pardgrafo 23 do Munkres: os racionais com a topologia induzida da reta
também sao totalmente desconexos.

Questao 8. Seja {A,}, oy uma sequéncia de subespagos conexos de um espago topoldgico ) que satisfaz

A, N Ay # 0 seja qual for n € N. Mostre que U A, € conexo.
neN

n
Solugao: Primeiro provaremos que U A; é conexo para todo n € N. De fato, pela proposigao (P.1), temos
i=1
que A; U Ay é conexo, assim A; U Ay U A3 também é conexo, também pela proposicao (P.1). Repetindo esse
processo, temos que a unido finita é conexa. Agora, afirmamos que

B = U B,
neN
é conexo, onde B, = U A;. De fato, usando o lema 23.2 do Munkres e supondo que haja uma cisao

i=1
B = U UV, mostraremos que ou U = () ou V = (), isto é, B é conexo. Com efeito, como B; € B é
conexo e By C B,Vn € N,entaioou By CUe B, CUVn €N = U=BeV =0ouB, CVe
B,cVVneN = V=BelU=.

MATHEUS A. R. M. HORACIO Pagina 18 de 33



QUESTOES DE TOPOLOGIA GERAL VERAO DE 2019

Questao 9. O espago topoldgico R, (id est, R com a topologia do limite inferior) é conexo?

Solugao: R, nao é conexo, pois R = (—o0,0) U [0, c0), uma uniao de abertos disjuntos na topologia do limite
inferior que da o R todo.

Questao 10. Mostre que um espago topologico () é conexo se, e somente se, as unicas funcoes f : 1 —
{0,1} continuas sdo as constantes.

Solugao: Primeiro provaremos a contrapositiva de conexo = tunicas funcoes continuas sao constantes. De
fato, se f : Q — {0, 1} é ndo constante e continua, entao, como {0, 1} é clopen independente de sua topologia,
por hipétese f~1({0,1}) é um clopen nao vazio de , i.e, Q é desconexo. Reciprocamente, se = AU B com
A e B abertos nao vazios disjuntos, note que f : € — {0, 1} definida pondo f(z) =0sexz € Ae f(z) =1 se
x € B é nao constante e continua.

Questao 11. Mostre que para cada n > 2, R"\ {z1,...,z,} é conezo.

Solugao: Sem usar conexidade por caminhos: Tome:

A={(m(z1), - Tpr(z), (m1(z2), -+ T (T2)), -+ (m1 (@), -+ o ()}
B = {my(21), -, mnlzp)}

e note que

R xR)\ (A x B) CR"\ {z1,--- ,7} € (R xR)\ (A x B)

= R", pois A x B ¢ finito

portanto o resultado segue do lema 8 e da b) do segundo exercicio das caixas de conexidade.

Usando conexidade por caminhos: Iremos mostrar a condigdo mais forte de que R"\ F', onde F' C R"
é finito, é conexo por caminhos (e é facil ver que todo espaco conexo por caminhos é conexo). De fato, dado
x,y € R", hd uma quantidade infinita (e ndo enumerdvel) de retas passando por x que nao intersectam F
escolha aleatoriamente alguma dessas retas e seja «v a sua inclinacdo. E claro que também hd uma quantidade
infinita (e ndo enumerdvel) de retas passando por y com inclinagdo 8 € R\ {a} que ndo intersectam F,
escolha também uma dessas retas e seja 3 a sua inclinacao. Como L, e Lg tem inclinagoes diferentes, sua
intersecao ¢ nao vazia. Basta entao tomar algum p nessa intersecao e notar que o caminho que vai de x a p
contido em L, e depois de p a y contido em Lg é continuo. Note que poderiamos enfraquecer a condicao de
F' ser finito, a prova também funciona se F' for s6 enumeravel.

Questao 12. Mostre que R* \ Q* ¢ conero.

Solucdo: Observe que Q* é enumeravel. A prova é idéntica & do exercicio anterior (uma prova mais facil é
notar que dado dois pontos p, ¢ com coordenadas irracionais, eles podem ser conectados pelo caminho que
passa pelo ponto intermediario (\/5, \/5) por segmentos de retas horizontais e verticais).
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Questao 13. Mostre que R" e R ndo sdo homeomorfos para todo n > 2.

Solugao: R\ {0} é desconexo, mas para n > 2 tirar qualquer ponto de R" ainda o deixa conexo. Como
conexidade é um invariante topolégico (ou seja, se dois espagos sao homeomorfos ou ambos sd@o conexos ou
ambos sdo desconexos), o resultado segue.

Questao 14. Seja E C R"™ um subespago de codimensao > 2. Mostre que R" \ E é conexo.

Solucgao:
Sem usar conexidade por caminhos: Suponha que codim(E) > 2, ou, equivalentemente que dim(E) =
j <n — 2. Faga uma mudanca de base* de forma que:

J
VEE = v= (Z¢iei> +0ej1 + -+ Oey
1=1

para alguns ¢;,---,¢; € R, onde {eq,--- ,e;} é uma base de E' e {ej11,--- ,e,} é uma base do seu comple-
mento ortogonal. Defina a familia {Aq, ..., }ay, .o;er da seguinte maneira:

J
Fizados oy, -+ a5 €R, entdo v € Ay, .. o = v = (Z aiei) + Biejp1 + -+ Baojen
i=1

onde exigiremos que f3; # 0 para pelo menos algum i € {1,--- ,n — j}. E claro que Aoy oy & R™7\ {0},
que é conexo (note que justamente aqui que usamos a hipotese da codimensdo ser pelo menos 2!). Agora,
fixe 0 # a = (aj41, -+ ,a,) € R"77 e defina outro subespaco A homeomorfo ao R’ da seguinte maneira:

J
vEA &= v= (Z %ei) +aj1€j41 + - apey
i=1

(note que aqui nao exigimos nada dos 7). E claro que A = R7 e que* AN Aoy ooy # 0 para todos
ai, -+ ,a; € R, Note também que*:

AU U Aaypoy | =R"\ E
g, ,05€R
e o resultado segue do lema 7.

Observagao (0.10). Isso sempre é possivel pois E = R,

Observacao (0O.11). Note que se (o, -+ ,a;) # 0 entao (aq,- -+ , 0, a1, - ,ay,) € testemunha desse fato.

Observacao (0.12). A primeira inclusao € provada da sequinte maneira: sev € A ouv € U Aay oo
a1, ,05€R

entdo suas j-ésimas primeiras coordenadas sao combinagoes lineares de vetores da base de E mas hd pelo

menos uma coordenada das n — j restantes que nao é nula, de forma que v € R™\ E. Reciprocamente, se

v € R"\ E, entdo ou todas as coordenadas a partir da j + 1-ésima sao iguais as de a ou isso ndao acontece.

No primeiro caso temos v € A e no sequndo temos v € U Aay e o
al,,a; ER
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Usando conexidade por caminhos: Seja F' um subespago complementar de FE, isto é, R" = E ¢ F.
Tome x,y € R"\ E e denote por T,y as suas projegoes em F. Afirmamos que o seguinte caminho liga = a y:

T—T =YY

onde cada — denota um segmento de reta, e devemos tomar o cuidado de nao passar pela origem indo de
Z a y (o que é facilmente realizado: escolha retas passando por z e por y que nao passam pela origem se
intersectam em p e tome o caminho z — p — ¥).

Observacao (0.13). A reciproca desse exercicio também vale (e é mais facil de provar), i.e, se F é um
subespago vetorial, R" \ F ser conexo implica que dim(E) < n — 2.

3 Exercicios de compacidade

Questao 15. Seja K C Q2. Entao K € compacto se, e somente se, toda cobertura de K por abertos de 2
admite uma subcobertura finita.

Solugao: Suponha que K é compacto e & = {A,}aes é uma cobertura de Y por abertos de €. Entao é

claro que:
{AsNK|aeJ}

é uma cobertura de K por abertos de K, e por hipétese uma subcobertura finita da forma:
{Ao, NK, -+ Ay, N K}

cobre K. Segue que {A,,,- -, Aa,} ¢ uma subcobertura de &7 que cobre K.

Reciprocamente, se toda cobertura de K por abertos de €2 tem uma subcobertura finita que cobre K,
mostraremos que K é compacto. De fato, se &' = {A.} é uma cobertura de K por abertos de K, entao, por
defini¢ao de topologia induzida, temos que para cada A, , existe A, aberto de Q tal que:

Al =A,NK

Temos que o/ = {A,} é uma cobertura de K por abertos de €2, entao por hipdtese existe alguma subcobertura
finita {Aqa,,- -, Ao, } que cobre K, segue que {4, ,--- , A}, } é uma subcobertura finita de &/’ que cobre K.

a1?

Questao 16. Mostre que um espagco métrico é fracamente sequencialmente compacto se, e somente, se,
¢ sequencialmente compacto. Se Q) for apens um espaco topoldgico, qual dessas nogoes implica a outra?
Dé um exemplo de um espaco nao metrizdivel em que essas nog¢oes nao coincidem.

Solucgao: Se toda sequéncia em um espago métrico tem ponto de acumulagao, entao é claro que toda sequéncia
tem uma subsequéncia convergente, basta usar a definicdo para bolas abertas de raios cada vez menores com
centros todos no ponto de acumulagao, identicamente ao que é feito abaixo. Para a reciproca basta usar o
teorema 13.11 e a proposicao 13.8 das notas de aula. Um contra-exemplo que satisfaz o pedido no final do
exercicio é o seguinte:
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Tome I = [0, 1] e considere I’ com a topologia produto. Temos que o mesmo é compacto pelo teorema
de Tychonoff e portanto fracamente sequencialmente compacto, mas a sequéncia de funcoes a,, € I’ definida
por:

an(x) = o enésimo digito na expansao binaria de x

nao tem subsequéncia convergente. De fato, suponha por absurdo que {a,, }rey ¢ uma subsequéncia que
converge a algum o € I’ entdo para cada x € I, o, () converge a a(x) € I. Defina p € I com a
propriedade de que a,, (p) = 0 ou 1 dependendo da paridade de k. Entao a sequéncia {o,, }ren ¢ dada por
0,1,0,1,---, que obviamente nao pode convergir.

Prova de que em espacos métricos ser acumuladamente compacto é equivalente a ser
sequenctalmente compacto, mas que em espacgos topologicos em geral a reciproca ndao vale:
Suponha que (2, d) seja fracamente sequencialmente compacto, i.e, todo subconjunto infinito tem um ponto de
acumulagao. Dado uma sequéncia {x, tnen, S€ a mesma sé tiver uma quantidade finita de termos distintos,
entdo trivialmente contém uma subsequéncia constante e portanto convergente. Caso a sequéncia contenha
infinitos termos distintos, por hipotese tem um ponto de acumulagdo x, entdo defina a sequinte subsequéncia
{2, Yien, escolhendo x,,, Ty, -+ de forma que:

Tn, € By(z,1)

e defina n; indutivamente, em termos de n;_q, tal que n; > n;_q e:
1
xm‘ E Bd I, -
i

1
0 que sempre podemos fazer, jd que By (x, ) intersecta A em infinitos pontos distintos*. Entdo é claro que
i

T, = . Como {x, }nen foi escolhida arbitrariamente, seque que Q € sequencialmente compacto.
Reciprocamente, vamos provar que se §) é sequencialmente compacto, entdao é compacto (e sabemos que
isso implicard que Q € fracamente sequencialmente compacto, como desejado). Por hipdtese valem o lema 2

e 3, portanto existe uma cobertura finita de bolas abertas de raio € = 3 (onde § é como no lema (L.3)) e

diametro —, de forma que cada uma estd contida em algum A € &7. O conjunto consistindo de todos os A

dessa forma é obviamente uma subcobertura finita de €2, como desejado.

Um exemplo de um espago acumuladamente compacto mas ndio sequencialmente compacto (e portanto nao
metrizdvel) é R com a topologia gerada por {(a,o0) | a € R}. Qualquer subconjunto A C R nao vazio tem
pontos de acumulagao, pois dado a € A, a— € € ponto de acumulagiao de A, jd que (a—e,00)NA\{a—€} = a.
Note que a sequéncia definida por x, = —n ndo tem subsequéncia convergente nessa topologia.

Questao 17. Seja Q = {0,1} e considere em Q a topologia 7 = {0,Q}. FEquipe N com a topologia
discreta e considere o produto N x Q. Use esse exemplo para mostrar que nem todo espaco fracamente
sequencialmente compacto é compacto.

Solugao: Afirmamos que nas condigdes do exercicio, qualquer conjunto nao vazio de N x {0, 1} tem pontos
de acumulagao. De fato, se S C N x {0, 1} é ndo vazio, entdo existe n € N tal que ou (n,0) € S e claramente
(n,1) é ponto de acumulagao (qualquer aberto bésico da topologia produto contendo (n,1) intersecta S
em (n,0) # (n,1)) ou, analogamente, (n,1) € S e (n,0) é ponto de acumulagdo. Finalmente, note que
U = {U,}tneny = {{n} x (0,1)},en é uma cobertura aberta infinita que ndo admite subcobertura aberta
finita.
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Questao 18. Considere o cubo de Hilbert C' = [0, 1] equipado com a métrica produto, i.e, d(z,y) =
{ T — Yn }

supy — ¢

neN n

(a) Mostre que nessa topologia, bolas Bq(x,r) sio conjuntos da forma [[ B(x,,nr) (aqui B sem o

neN
indice indica a bolas de [0, 1] relativas ao valor absoluto);
(b) Mostre que C' é completo;
(c) Verifique que C € totalmente limitado e conclua que C' é compacto.
Solucao:
1
(a) Note que, dado r > 0 e tomando N € N tal que N <" temos:
|Zn — Ynl
ye ] Blzp,nr) & ——= <rV¥neN (6)
neN n
%0 — Y] |22 — yo [TN—1 — yn-1] |0 — Ynl
= T = — ], e st <r (7
i‘ég{ n S L N-1 ‘wonl on r (7
= y € By(z,7) (8)

onde na peniltima igualdade que cada um dos termos dentro dos colchetes é menor que r (veja a
observagao seguinte), e portanto o seu maximo também é menor que 7.

|xn_yn| S —

1
— <
n n

1
Observacao (0.14). Para n < N isso € trivial, note que se n > N, temos N

n>N n - N
(b) Seja {x}ren C [0,1]Y uma sequéncia de Cauchy, com z = (x,gl), x,(f),- ) € [0, 1]V, Queremos mostrar

que {zj }ren converge, isto é, achar uma sequéncia y = (yV, 4@, ...) = (y ]))jeN tal que d(zg,y) — 0.
Faremos isso da seguinte forma:

(i) Mostraremos que se {xy}ren é de Cauchy, entéo {x,(cj)}keN = {m;(zx) }ken C [0,1] converge para
cada j € N.

(ii) Usando um exercicio de uma lista passada (questao 6 do pardgrafo 19 do Munkres), concluiremos
que {z; }ren converge. A completude de [0, 1]V segue imediatamente.

De fato, dados € > 0 e jg € N arbitrarios, entao, por hipotese, existe K € N tal que ki, ks > K implica

que:
d( ) <=
Ty, Th,) = SUP ——— —
! 2 nGII\)I n Jo

Mas também é 6bvio que:

x}(io) _ xl(éo)

< sup

Jo neN

‘xl(;b) . xl(g)
n
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de onde segue que {a:',(f )}keN é de Cauchy e portanto converge a algum 5% (logo o passo (i) foi realizado).
Como desejado, concluimos que 7;(z;) — 7;(y) para cada j € N, onde y = (yV,y@ ...) = (y(]))jeN.

1
(c) Seja e > 0 arbitrario e tome n € N tal que ¥ < % Para cada ¢ > N, tome p; = 1. Fixei € {1,--- , N}.

Como [0, 1] é totalmente limitado, existe um ntmero finito de pontos {xy, za, -,z } = Ao tal que:

€0,1] = |z — a4 << para algum j € {1,--- , M}

2

Agora, defina A = {z = (2p)neny € [0, 1]V | 21,20, ;a8 € Ag e Tyy1 = Tyyo = -+ = 1}. Existem
MY pontos em A, portanto A é finito. Além do mais, se 2 = (2,)nen € [0,1]Y, entdo para cada

7 .. . i 9
ie{l,---, N}, existem xg) € Ay (o que significa que todos os x; dependem dos i) tal que |x,—x§ )| <3
Agora, se definirmos y; = xy) para ¢ € {1,--- N} e y; = 1 caso contrario, entdo por construgao

Ti — Yi € .
Y = (Yn)nen € A, e para cada i € {1,---, N}, temos que i = il < |wi — | < 2 também para cada
n
5 1 1 Tn — Yn €
1> N, valequeM <-< = < —, logo sup w < = < g esegue que [0, 1 U Bl(a,e¢)
1 i N neN n 2 acA

Questao 19. Seja Q um espago compacto Hausdorff. Seja f: QU {0} — R uma fungio semicontinua
inferiormente. Entao f é limitada inferiormente, i.e, 1n§f2f(x) > —o0, e existe v € Q tal que f(x) =
xe

inf /().

Solucgao:

Observagao (0.15). H4 um erro de digitagdo no enunciado. Apesar de nao fazer diferenca, a questao é:
Seja Q0 um espago compacto Hausdorff. Seja f : Q — R U {oc} semicontinua inferiormente. Entio f €
limitada inferiormente, i.e, o infimo da imagem de €y existe e [ atinge seu infimo em §;.

1
Seja* m = inf f(Q2). Para cada n, defina C, = f_l((—oo,m+ }) Note que C = {C,} satisfaz a
n

propriedade da intersecao finita, pois:

L TRl (G L BT ()

1

=/ ((—oo7m+$1] ﬂ(—oo7m+nz] "'ﬂ<_°°’m+nlkD
= f! <<_m,m+ ;D , onde n; = max{ny,--- ,ng}

# () pela definicdo de infimo

Logo (pois Q é compacto), (| C, # 0. Mas se z € (] Cy, entdo f(z) < m, e como m é infimo, f(z) =m e
neN neN
segue que f atinge seu infimo, como desejado.

Observacao (0.16). O infimo de f(Q) eziste, pois {Uytacr, com U, = f~((a,00)) é uma cobertura aberta
que admite subcobertura finita e portanto f(€) € limitado por baizo.
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Observacgao (0.17). Note que provamos algo mais forte, pois em momento algum usamos a hipdtese de que
Q é Hausdorff (so de ser compacto jd basta). Note também que o 0o foi colocado no exercicio sem necessidade.
Caso o erro de digitacao ndo fosse erro de digitagdo, teriamos que o oo foi introduzido sem proposito algum,
jogado fora depois. Se ndo tivesse sido jogado fora o exercicio também estaria falso (pois sequer especifica a
topologia de QU {oo} ), considere Q = [0, 1] e coloque em QU {00} a topologia i1y U {{o0}, QU {o0}}, entdo
pondo f(z) =2 sex €[0,1] e f(oo) =1, inf f(QU {oc0}) nao é atingido em (2.

Questao 20. Considere |0, 1]N com a topologia uniforme. Encontre nesse espaco um subconjunto infinito
sem pontos de acumulacao.

Solucgao:

Observacao (0.18). A métrica da topologia uniforme é dada por:

d(x,y) = sup {3 (Tas Vo) | @ € J}

onde d é a métrica limitada padrio de R.

Agora, para cada j € N defina e; € [0,1]" pondo m(e;) = 1 se i = j e m(e;) = 0 caso contrario.
Afirmamos que E = |J{e;} = {e;}jen C [0,1]" néo tem pontos de acumulagdo. De fato, se p € [0,1]" é
jeN

1
ponto de acumulacao, entao B = By (p, 3) (onde d é a métrica da topologia uniforme), entao por hipdtese
existem infinitos pontos distintos de £ em B. Isso é um absurdo, pois B nao pode conter nem mesmo dois

pontos distintos de E: se i # k, entao d(e;,ex) =1 > sup d(x,y) = diam(B) = 3

z,yeB

1
Prova alternativa: de fato, lembrando do lema (L.4), se pormos ¢ = o por exemplo, entdo dado e € F,
1
para todo e; # ey, temos d(ey,ej) = 1 > o por exemplo, entdo dado e, € E, para todo e; # e, temos

1
d(eg,ej) =1> 5 € portanto nenhum ponto de E € ponto de acumulagcdo. Mostraremos agora que também

vale que nenhum ponto fora de E é ponto de acumulagdo, e portanto E' € vazio:
Dado © € E°, podemos supor que existe jo € N tal que a = d(x,ej,) € (0,1) (caso contrdrio teriamos
d(x,e,) =1 para todo n € N e a prova acabaria). Pela desigualdade triangular, para todo i # j, temos;

d(z,e;) +d(x,e;) =d(e;,x) +d(z,e;) > d(e,e;) =1 = d(x,e;) > 1 —d(z,e;)

1—
para todo j # i. Em particular, d(z,e;) > 1 —a > Ta para todo i # jo. Assim, temos que d(z,e;) >

1
max{——

a
5 ,5} para todo i € N e seque que x nao é ponto de acumulagdo.

Questao 21. Mostre que [0,1] como subespago de R, ndo é f.s.c.

Solugao: Aqui mostraremos que [0, 1] como subespago de R; ndo é acumuladamente compacto. O resultado
seguird imediatamente, pois se fosse fracamente sequencialmente compacto, seria acumuladamente compacto,
como ja observado anterioremente.
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1 1
Mostraremos que A = {1 — } nao tem pontos de acumulacao. De fato, se x =1 — — € A, entao
temos © 1 1
1—1/n€ [1 ——1- )
/n n n+1
1 1 - <
mas [1 -—1- +1) NA\{z} =0, logo z ndo é ponto de acumulagdo. Caso x € (0,1) com z= ¢ A,
n n
1 1 1
entior € |1 — =, 1 — —— | = U, para algum 7 € Nmas |z,1 — —— | N A =0 e entdo x nao ¢ ponto de
J Jj+1 J+1

acumulagao. Trivialmente se x > 1 ou x < 0 entao x nao é ponto de acumulac¢do, entao resta mostrar que 1
nao é ponto de acumulagao. Isto é claro, pois [1,2) N [0,1] = {1}.

Observacgao (0.19). Uma solugio mais direta e elegante é notar que todo ponto de acumula¢io numa
topologia mais fina é mecessariamente ponto de acumulagcdio na topologia mais grossa, portanto se A tivesse
pontos de acumulagdo em R; eles teriam de ser pontos de acumulacio de A em R também, mas o unico ponto
de acumulagio de A em R € 1, que ndo é ponto de acumulagio de A em R, pois {1} = [0,1] N [1,2) € um
aberto de [0, 1] que ndo intersecta A.

Questao 22. Mostre que o circulo S' com a topologia induzida de R* é compacto.

Solugdo: Mostraremos que S' é fechado e limitado, seguird que é compacto. De fato S' é fechado, pois

St = f71({1}), imagem inversa de fechado e portanto fechado, onde f(z,y) =  + *. E limitado pois esta
contido na bola aberta (com a topologia padrao de R?) de centro (0,0) e raio 2.

|
Questao 23. Mostre que [0, 1] ndo é compacto como subespago de Ry.
Solugao: E facil ver que {U, }nen, onde:
U —{(1 2)} U (-1,1) - K
n n? neN )
é uma cobertura aberta que nao admite subcoobertura aberta finita.
|

Questao 24. Seja {z,}nen C R uma sequéncia convergente com limite x. Mostre que {x} U {z,}nen €
compacto.

Solugao: Seja &/ uma cobertura aberta de Q = {z} U {z, | n € N} .Como & é cobertura, existe Ay € &
contendo x. Como Ay é uma vizinhanga aberta de x e por hipdtese z, — z, Ay contém todos termos da
sequéncia a partir de certo N € N, isto é, existe N € N tal que {xy,zn41, -} € Ag. Para cada x; com
1 <¢ < N —1, usaremos que & é cobertura e escolheremos Aj,--- , Ay_1 € & tal que x; € A; para todo
1 <i< N —1. Entao é claro que:

{Ag, Ay, -+, Ay 1}

é uma subcobertura aberta finita de 2.
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Questao 25. Mostre que qualquer espago métrico compacto €2 é homeomorfo a algum subconjunto do
cubo de Hilbert. (Sugestio 2 é separdvel (justifique), entao seja {x1,xs,...} um subconjunto denso em
Q. Defina F: Q — C pondo F(z) = (d(x,x1),d(z,xs),...) e mostre que F' é um homeomorfismo).

Solucgao: Ja provamos que (€2, d) é separdvel no lema (L.6) e sabemos que qualquer fung¢ao continua e bijetora
de um espaco compacto num espago Hausdorff ¢ um homeomorfismo. Note que, sem perda de generalidade,
podemos assumir que d(z,y) < 1 para todo z,y € € (se isso nao acontecesse poderfamos simplesmente usar
a métrica limitada padrdo, que é equivalente). Sendo A = {x, 2z, -} um subconjunto denso de (2, entao
afirmamos que o homemomorfismo desejado é:

F:(Q,d) — FQ) ccC=[0,1]"
x> (d(x,x1),d(x x9),- )

onde a topologia em F(2) é a induzida de C. De fato, como F é por construgdo sobrejetiva e F(§2) é
Hausdorff (pois [0,1]" é Hausdorff e obviamente qualquer subespaco de um espaco Hausdorff ¢ Hausdorff
também), tudo que nos resta é provar que F' é injetora (ja que - pelo lema 6 - as fung¢oes coordenadas de F’
sao continuas e portanto F' é continua). Ora, se f(x) = f(y) para x,y € €, entao:

d(x,z1) = d(y,z1)
d(z, x2) = d(y, x2)

d(x,z,) =d(y,z,) Vn € N

€
e note que, como A é denso, entdo para todo € > 0, existe z; € A tal que d(z, zx) = d(y, zx) < 1333 Segue
que para todo € > 0, temos:

€ € €
d <d d 1229 T 1239  aan
(@,y) < d(w, zx) +d(y, 2k) < 7om5 + 1255 = o5 <€

e concluimos que x = y.
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1 INFINITUDE DOS PRIMOS

a) Tome m, k,s,t € Zenotequese A,y NAss = (mZ +k) N (sZ+t) # @, entdo contém algum ¢ € Z,
e entdo afirmamos que:
(mZ +k)N (sZ+t) =mmc(m,s)Z+c

De fato, se ¢ pertence a intersecdo, entdo c somado de qualquer multiplo comum de m e s também
pertencem (para garantir que ndo deixemos de incluir nenhum, comegamos do minimo multiplo
comum). A inclusdo contrdria é um pouco menos trivial: dado x € (mZ + k) N (sZ + t), note que
x—c=0 (modm)ex—c=0 (mods) (éfacil ver que a subtracdo de quaisquer dois elementos
de mZ ou sZ é divisivel por m ou s, respectivamente - em particular, para x e c isso também vale),
donde segue quex —c =0 (mod mmc(m,s)), como desejado.

Dado qualquer x € Z, temos x € Aj, de forma que a primeira condi¢do para ser base é facilmente
satisfeita. Como ja provamos a segunda, concluimos que & = {A, x| m,k € Z,m # 0} é de fato
uma base para uma topologia em Z.

b) Por definicdo, elementos da base sdo abertos, de forma que s6 precisamos provar agora que A,  é
fechado. Note que:

m—1
Z \ Am,k = U Am,k+i
i=1
pois A, é a unido de todas as progressdes aritméticas {a, } ,cn de razdo k tal que a; é congruente
a k moédulo m. Seu complementar €, portanto, a unido de todas as progressdes aritméticas de razao
k tal que a1 é congruenteak +1,k+2,---,k+m —1mobdulo m. Como o lado direito da igualdade
¢ uma unido de abertos, segue que A,, x é fechado.

c) Por definigdo, abertos ndo vazios de qualquer topologia em qualquer conjunto sempre contém ele-
mentos da base. Nesse caso, notamos que, por construcdo, elementos de % sempre contém uma
progressdo aritmética infinita, de forma que qualquer aberto ndo vazio ndo pode ser finito.

d) Sabemos pelo teorema fundamental da aritmética que os tinicos inteiros que ndo sdo mdaltiplos in-
teiros de algum ndmero primo sdo —1 e 1, de onde segue imediatamente que:

Z\{-1,1} =B= ] Ayp=2ZU3ZU5Z---
peP

e) A cardinalidade de P ndo importa para que B seja aberto, pois B é, por definicdo, uma unido de
abertos. A observacdo pertinente a prova da infinitude dos primos que serd usada no préximo item
é a seguinte: se P for finito, o lado direito da igualdade acima é uma unido finita de fechados (ja
provamos que todos elementos de # sdo clopen), isto é, B é fechado.

f) Provamos em c¢) que nenhum conjunto finito pode ser aberto, ou, equivalentemente, que o com-
plemento de um conjunto finito ndo pode ser fechado. Em e) também notamos que se P for finito,
entdo B é fechado, o que é uma contradigdo, pois B é o complementar de {—1,1}, um conjunto finito!
Concluimos que P é infinito.
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2 AXIOMAS DE KURATOWSKI

a) Primeiro observemos que um conjunto F é fechado se, e somente se, F = F. De fato, se F é fechado,
F é necessariamente o menor conjunto fechado contendo F, e, por definigdo, segue que F = F. Re-
ciprocamente, se F = F, temos que F é fechado, pois Fé, por defini¢do, uma intersecdo de conjunto
fechados e portanto também fechado. Tendo isso em mente, note que:

i) O\ @ = Q, que é aberto por defini¢ao de topologia. Assim, @ é fechado e segue que @ = @.

ii) O fecho de A é definido como a interse¢do de todos os fechados que contém A, ou, equiva-
lentemente, como o menor conjunto fechado que contém A. Portanto segue diretamente da
definicdo que A C A.

iii) O fecho de A é fechado, e pela nossa observacdo inicial, segue que A=A

iv) Observe que A C B = A C B, pois B é fechado e contém B, que contém A. Como B é um
fechado que contém A, segue por definigao que A C B. Dito isso, notemos nosque A C AUBe
B C AUB, de onde segue que A C AUBeB C AUB,logo AUB C AUB. Para provar a
inclusdo reversa, note também que A U B é fechado e contém A U B, e como definimos o fecho
como o menor fechado que contém o conjunto, segue que AU B O AU B. Concluimos que
AUB=AUB.

b) Usaremos o seguinte resultado (cuja prova é muito facil e ndo convém aqui, s6 envolve as leis de
deMorgan):

Seja ¢ C () tal que:
i) e Nestioem &
ii) unides finitas de elementos de % ainda estdo em ¢
iii) intersec¢des arbitrdrias de elementos de 4" ainda estdo em ¥

Entdo {Q \ C | C € €} é uma topologia em Q). Defina .% = {A C X | A = F(A) = A}. Afirmamos
que .# satisfaz i), ii) e iii). De fato:

i) Temos F(®) = @. Note que F(Q)) = Q, pois Q C F(Q) por defini¢do e F(Q)) C Q) pois F é
uma funcdo de Z(Q)) em Z(Q).

ii) Se A1, Ay, -+, Ay € F, entdo AjU A, = AJUA, = AjUA; € . e segue por indugdo que
AfUAU---UA, =A1UAU---UA, =A1UAU---UA, € ¥

iii) Pelo segundo axioma, sendo Z um conjunto arbitrario de indices, entdo ﬂ CiCF (ﬂ Ci>.
i€l ieT
Observe também que uma consequéncia imediata do terceiro axioma é que F preserva inclu-
sdes, de forma que:

mCiCCiVZ’EIiF(mCi) CF(Ci):CiVZ’EIiF(ﬂCi) Cﬂci

icl icl icl icT

e, como desejado, a intersecdo arbitréria é fechada e portanto pertence a .%#. A topologia indu-
zida por F é, entdo, T = {Q\ A | A = F(A)}. A mesma também é tnica, pois dado qualquer
A C O, o conjunto F(A) é o fecho de A no espago topoldgico (), T): de fato, dado A C Q,
como F(F(A)) = F(A), sabemos que F(A) € %, edo primeiro axioma sabemos que A C F(A).
Se K é qualquer outro elemento de .% contendo A, entdo F(A) C F(K) = K, e concluimos que
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<)

d)

F(A) é o menor elemento de .# contendo A, como desejado. Segue que todo operador fecho
de Kuratowski determina e é determinado por uma tnica topologia.

Observemos que nesse caso F(A) = A = | ] nA. Assim:
nelN

i) ¢ satisfeita trivialmente, pois | ] n® =@
neN

ii) segue diretamente do fatode que A C | J nA = AU2AU---
nelN
iii) por defini¢do, temos que F(A) = A <= A contém todos os multiplos de elementos de A.
F(A) satisfaz essa condigdo pela sua propria defini¢do, de forma que F(F(A)) = F(A), como
desejado.

ivi AUB= JnA|J UnB=|JnAunB= |J n(AUB)=AUB
nelN nelN nelN nelN

Pela observacdo em iii), os fechados dessa topologia sdo os conjuntos kKIN com k € IN ou unides ou
intersecdes finitas dos mesmos. Os abertos sdo os complementares desses fechados. Defina B, da
seguinte maneira: a € N € B, <= a|n, isto é, B, é o conjunto contendo 1 e todos os seus divisores.
Afirmamos que:

A ={B, | n €N}

é uma base para 7. De fato, dado qualquer aberto U de N e x € U temos x € B, C U, pois se
By ¢ U,entdoa € By = a € U, que é fechado, dai, como a divide x e U° é fechado e contém
todos os multiplos de seus elementos, segue que x € U, um absurdo! Para verificar a segunda
condigdo de base, note que se x € By, N By,, entdo x|k; e x|k, donde segue que x|mdc(ki, k) = ks e
portanto x € By, C By, N By,.

Suponha que f é continua e m|n, isto é, n = km para algum k € IN. Entao:

f(n) € f(mN) = f({m}) C f({m}) = {f(m)} = f(m)N

e concluimos que f(m)|f(n). Reciprocamente, se m|ln = f(m)|f(n), mostraremos que dado

qualquer A C N, temos f(A) C f(A), i.e, f é continua. De fato, sey € f(A) = f ( U nA),
nelN
entdo y € f(npA) para algum ny € IN. Dai y = f(noa) para algum a € A. Como a|npa, temos, por

hipétese, que f(a)|f(noa), logo existe k € N tal que y = f(noa) = kf(a) € kf(A) C f(A), como
desejado.
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3 NUMEROS DE LIOUVILLE

a)

b)

Pela defini¢do dos ntimeros de Liouville, note que podemos escrever

L = {x € R | x ¢ um ntimero de Liouville} = (1) U,
n=1

e LU G

Observe que U, D Q pois os U, contém cada € Q. De fato, se P € Q, entdo temos

onde:

:D G {xe]R:0<

q:2 p=—c0

1 1 — = _
E€<B——n,E+—n)\{E}CUn=>Un=UnDQ=1R=Un=1R
q 9 49 49 49 q

Assim, escrevemos IL (é f4cil ver, pela nossa propria construcdo dos U, e pela definicdo de ntimeros
de Liouville, que se x é ntimero de Liouville, entdo x € U, Vn € IN e, vice versa, se x estd na
interse¢do, entdo por defini¢do é nimero de Liouville) como uma intersecdo enumeravel de abertos
(pois cada U, é a unido de abertos) densos de R. Segue que IL é um Ggs.

Provaremos o seguinte coroldrio do Teorema de Baire, donde o resultado segue imediatamente:

Seja X um espago métrico completo (nio vazio) sem pontos isolados e D C X um subconjunto G4 de X. Entdo
D é ndo enumerdvel.

Suponha que D = (7] Uy, onde cada U, é um aberto denso. Podemos escrever X \ D = (1] X\{x}.

neN xeD
Note que cada X \ {x} é um aberto denso, pois x € D ndo é ponto isolado. Entdo, supondo por

absurdo que D é enumerével, temos que

©®=DnN(X\D) = (ﬂun)()(ﬂm{x})

nelN xeD

ou seja, exibimos uma intersecdo enumeravel de abertos densos que é vazia, contradizendo o Teo-
rema de Baire. Segue que D é ndo enumeravel.

De fato podemos concluir que IL é ndo enumeravel, pois, como provamos anteriormente, I é um
subconjunto G5 de R, um espago métrico completo sem pontos isolados.
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Lema 1. Seja (21,dy) um espago métrico compacto e (Qo,dy) um espago métrico arbitrdrio e suponha que
f:Q — Qo € continua. Entao f é uniformemente continua.

Demonstracao: Dado ¢ > 0, pela hipotese de continuidade de f, para cada z E Q) existe 6, tal que

f(Bqg,(x,0,)) C By, (f(x),%) Como €y é compacto, a cobertura aberta {Bdl ( . )} o admite uma
1

Oz,
subcobertura finita {Bd1 (:UZ, 52)}71 Agora, tomando § = 11?111 7 afirmamos que:
=1 i<n

di(z,y) <6 = do(f(x), fy)) <e

De fato, isso acontece pois:
€

(), F(0) < do(F (@), F(2) + da(F(x), fW)) < S+ 5 = ¢

onde usamos que ; € By, (xz, 5 ) C By (24,0,,) = f(x;) € Ba, (f(x), %) e também que:

b, = fl) € B (1), 5)

Oz,

Notacao. Pondo ||f]| = sup |f(z)| induzimos uma métrica em € (£2,R) (o espago das fungdes continuas de

Q) para R) dada por d(f, g) = sup |f(x) — g(2)].

1 PROBLEMA 1

Usando algumas desigualdades bem conhecidas do Calculo e a definicao de supremo, temos que:

)l =|[ K@) av| < [ K@ ar < s (Kl s (5] = 1K1 <K

x,y€[0,1]? y€[0,1

de forma que {T(f) | ||f]] < 1} é pontualmente limitada. Para aplicar Arzela-Ascoli e terminarmos o
exercicio, resta mostrar que é também equicontinua. De fato pelo lema 1, dado € > 0, existe § > 0 tal que

z,x' €[0,1] com |z — 2’| <§ = |K(z,y) — K(/, y)|<2||f||

70 () =T @) = | [ K @) f0) dy = [ K @) 1ly) dy
—|[ ) - K @) £0) 0]

< /01 K (z,y) — K («/,9) | f(y)] dy
< sup |K(z,y)— K@, 9)|-||fl

para todo y € [0, 1], e assim:

como desejado (note que, em particular, isso implica que T'(f) € C([0,1],R)). O resultado segue pelo teorema
de Arzela-Ascoli.
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2 PROBLEMA 2

Primeiramente, notemos que .% = {f € €(,R) | ||f]| < 1 e Hol,(f) < 1} é equicontinua. De fato, dado
f € F ee>0,entao é claro que para todos x,y € € com d(z,y) < d = ex, temos que:

|f(x) = f(y)| < Holo(f)d(z,y)*
< d(z,y)"
< 0

=&

E 6bvio também que . é pontualmente limitada, pois dado = € Q e f € ., temos |f(z)] < || f]| < 1. Por
Arzela-Ascoli segue que . ¢é compacto, de forma que s6 resta mostrarmos que .# = .%.

Com efeito, note que basta mostrarmos que todo limite de uma sequéncia de .# também pertence a .F
(isso é consequéncia do lema 21.2 do Munkres, visto em sala). De fato, se {f,}neny € -F" converge a algum
f € €(Q,R), entdo dado ¢ > 0 podemos escolher n € N de forma que || f, — f| < 5, e segue que:

(@) = FW _ [f(@) = fa@) + | falx) = @)l + [fa(y) = F(Y)]

d(z,y)* ~ d(z,y)"
S R T .
= e ®)
e como isso ¢ valido para todo € > 0, temos que:
[f(z) = f(y)]
dwyp =

donde concluimos que Hol,(f) < 1, como desejado. Resta mostrar que || f|| < 1. De fato isso é verdade, pois
dado x € Q) arbitrario, temos que {f,(z)}nen é uma sequéncia em [—1, 1] que converge para f(x), portanto
|f(z)] <1 esegue que ||f]| < 1.

Observagao. Para ir de (2) para (3) note que por hipdtese temos Hol,(f,) < 1. Também nao foi explicitada
a hipotese frequentemente usada de que = # y pois a mesma ¢é auto evidente.
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