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Meétricas distinguidas e condigoes

de curvatura
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das perguntas centrais da geometria é:

Dada uma variedade M", existe entre todas as suas métricas alguma “me-

lhor” ou “mais simétrica”? Como reconhecé-la?

o A resposta natural é impor condi¢ées sobre a curvatura e perguntar quais
variedades as satisfazem, e quao rigidas elas sdo.

e Sabemos que condigoes muito fortes (como, por exemplo, curvatura seccional
constante) deixam pouquissima liberdade; as mais fracas admitem familias
ricas e possuem demasiada flexibilidade.
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A abordagem algébrica: holonomia

e Outra maneira de buscar métricas candnicas é estudar a algebra subjacente a geometria. O
objeto central é o grupo de holonomia:

3/140



A abordagem algébrica: holonomia

e Outra maneira de buscar métricas candnicas é estudar a algebra subjacente a geometria. O
objeto central é o grupo de holonomia:

Fixado um ponto p € M, o grupo de holonomia Hol,(g) C O(T,M) é o conjunto dos

transportes paralelos ao longo de todos os lagos baseados em p.

3/140



A abordagem algébrica: holonomia

e Outra maneira de buscar métricas candnicas é estudar a algebra subjacente a geometria. O
objeto central é o grupo de holonomia:

Fixado um ponto p € M, o grupo de holonomia Hol,(g) C O(T,M) é o conjunto dos

transportes paralelos ao longo de todos os lagos baseados em p.
e Cartan classificou os espacos simétricos simplesmente conexos usando essa abordagem

algébrica: um espago simétrico Riemanniano é da forma (N = G/H,h), com VRm =0, e
sua holonomia restrita é determinada pela representacao isotrépica de H°.

3/140



A abordagem algébrica: holonomia

e Outra maneira de buscar métricas candnicas é estudar a algebra subjacente a geometria. O

objeto central é o grupo de holonomia:

Fixado um ponto p € M, o grupo de holonomia Hol,(g) C O(T,M) é o conjunto dos

transportes paralelos ao longo de todos os lagos baseados em p.

e Cartan classificou os espacos simétricos simplesmente conexos usando essa abordagem
algébrica: um espago simétrico Riemanniano é da forma (N = G/H,h), com VRm =0, e
sua holonomia restrita é determinada pela representacao isotrépica de H°.

e Assim, a pergunta “quais sdo as melhores métricas?” estd relacionada a outro problema
algébrico: quais subgrupos de O(n) podem ser grupos de holonomia?
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O teorema de de Rham e a lista de Berger

o De Rham (1952), aluno de Cartan, provou que, em uma variedade completa e simplesmente
conexa, uma decomposicdo da representacdo de holonomia induz uma decomposicdo em
produto Riemanniano: se Hol%(g) age redutivelmente, entdo

(M, g) = (Mi,g1) X -+ x (Mg, gk), Hol(g) = Hol(g1) x - -+ x Hol(gx).
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o De Rham (1952), aluno de Cartan, provou que, em uma variedade completa e simplesmente
conexa, uma decomposicdo da representacdo de holonomia induz uma decomposicdo em
produto Riemanniano: se Hol%(g) age redutivelmente, entdo

(M, g) = (Mi,g1) X -+ x (Mg, gk), Hol(g) = Hol(g1) x - -+ x Hol(gx).

o Logo, basta classificar os grupos de holonomia irredutiveis: os que nio se decompdem dessa
forma.

o Berger (1955) fez exatamente isso: classificou as possibilidades para a holonomia restrita de
uma variedade Riemanniana irredutivel e ndo localmente simétrica.
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A lista de Berger e métricas de Einstein

Classificagdo de Berger

Se (M™, g) é irredutivel e ndo localmente simétrica, entdo Hol®(g) é um dos seguintes:

SO(n), U(m), SU(m), Sp(m), Sp(m)Sp(1l), G2, Spin(7).

o Holonomia genérica (SO(n)) ndo impde nenhuma restri¢do adicional na curvatura.
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A lista de Berger e métricas de Einstein

Classificagdo de Berger

Se (M™, g) é irredutivel e ndo localmente simétrica, entdo Hol®(g) é um dos seguintes:

SO(n), U(m), SU(m), Sp(m), Sp(m)Sp(1l), G2, Spin(7).

o Holonomia genérica (SO(n)) ndo impde nenhuma restri¢do adicional na curvatura.

e J4 certos grupos da lista forcam condigdes de curvatura extremamente especiais. Por
exemplo:
o SU(m): Kéhler e Ricci-plana (Calabi-Yau);
e Sp(m): hiper-Kéahler e Ricci-plana;
e G2, Spin(7): Ricci-plana;
o Sp(m)Sp(1): quaterniénica-Kéhler e Einstein.
e Moral: restringir a holonomia é uma forma algébrica de impor condigdes sobre a curvatura.
Viérios itens da lista de Berger forcam a métrica a ser Einstein, ou até Ricci-plana.
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Tabela de holonomias restritas de Berger

Holonomia restrita Dim. Geometria Comentario

SO(n) n Riemanniana orientdvel Riemanniana genérica
U(m) 2m Kahler Kahler genérica
SU(m) 2m Calabi-Yau Kahler Ricci-plana
Sp(m)Sp(1) 4m quaternionica-Kéahler Einstein

Sp(m) 4m hiper-Kéhler Ricci-plana

G» 7 G2-variedade Ricci-plana

Spin(7) 8 Spin(7)-variedade Ricci-plana
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Métricas de Einstein: a condigao central

(M™, g) é FEinstein se Ric = A\ g para alguma constante A € R.

o Paran > 3 a constancia é automdtica (lema de Schur): se Ric = ¢ g pontualmente com
@ € € (M), entdo ¢ é constante.
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Meétricas de Einstein: existéncia

Pergunta de existéncia

Dada uma variedade fechada M", existe alguma métrica de Einstein em M? A

resposta muda radicalmente com 7.
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Dimensoes 2 e 3: existéncia sob controle

o n =2 (Uniformizacao, Poincaré—Koebe). Toda superficie fechada admite métrica de
curvatura Gaussiana constante +1, 0 ou —1, conforme o sinal de x. A existéncia é total e
completamente classificada.
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Dimensoes 2 e 3: existéncia sob controle

o n =2 (Uniformizacao, Poincaré—Koebe). Toda superficie fechada admite métrica de
curvatura Gaussiana constante +1, 0 ou —1, conforme o sinal de x. A existéncia é total e
completamente classificada.

o n =3 (Einstein = curvatura constante). Em dimensdo 3 tem-se W = 0, e a condicdo de
Einstein forca curvatura seccional constante. Logo sé admitem métricas de Einstein as
3-variedades modeladas em S%, E® ou H3.

e A existéncia fica entdo subordinada a conjectura de geometrizagdo de Thurston, que
contém a conjectura de Poincaré, provada por Hamilton—Perelman via fluxo de Ricci
[10].

Até dimensao 3, a existéncia de métricas de Einstein estd completamente entendida.
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Dimensao 4: os invariantes y e 7

o Caracteristica de Euler: x(M) = Z(_l)ib"’ com b; = dim H*(M;R).
=0
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Dimensao 4: os invariantes y e 7

o Caracteristica de Euler: x(M 1)"b;, com b; = dim H'(M;R).

-rz

o Assinatura: para M* fechada e orlentada, a forma de intersegdo
H?*(M;R) x H*(M;R) = R, (o, B) — fM a A B, é simétrica e nao degenerada; sua
assinatura é
(M) =bf —b;.
e Em dimens&o 4 o tensor de Weyl decompé&e-se sob SO(4) em partes auto-dual e
anti-auto-dual: W =WT oW~

¢ Chern—Gauss—Bonnet e assinatura de Hirzebruch expressam ambos os invariantes por

integrais de curvatura:

1 SCd] _ 1 +,2 -2
Y= Q/ (\W| — 1[Ric| )dVolg, T= /M(|W > = |W™|?) dVol,,

onde Ric = Ric — Scal g é o tensor de Ricci sem trago.
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Dimensao 4: a desigualdade de Hitchin—Thorpe

e Se g é Einstein, entdo Ric = 0; combinando as duas férmulas,

1 +.2 Ca2
2Xi37_4ﬂ2/M (2|W | +%)d\/olg > 0.
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Dimensao 4: a desigualdade de Hitchin—Thorpe

e Se g é Einstein, entdo Ric = 0; combinando as duas férmulas,

1 + 2 Scal?
2Xi37_4ﬂ2/M (2|W | +T)d\/olg > 0.

Teorema (Thorpe 1969; Hitchin 1974)

Se uma variedade fechada e orientada M* admite métrica de Einstein, entéo

| 2x(M) > 3|7 (M)] |
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Hitchin—Thorpe: consequéncias

o E a primeira obstrugio genuina a existéncia além da dimensdo 3: ha 4-variedades (p. ex.
somas conexas adequadas) que ndo admitem métrica de Einstein.
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Dimensoes > 4: o terreno desconhecido

Problema em aberto (todo n > 4)

A esfera S™ admite alguma métrica de Einstein de curvatura escalar negativa?

e A métrica redonda é Einstein com Scal > 0; saber se existe outra métrica de Einstein em S™
com Scal < 0 permanece em aberto em toda dimensdo n > 4.
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e A métrica redonda é Einstein com Scal > 0; saber se existe outra métrica de Einstein em S™
com Scal < 0 permanece em aberto em toda dimensdo n > 4.

o Contraste marcante (Lohkamp [34]): toda variedade de dimensdo n > 3 admite métrica de
curvatura escalar (de fato, de Ricci) estritamente negativa. Curvatura escalar negativa é
totalmente flexivel e sem obstrugdo; a versdo rigida, de Einstein, na esfera, ndo se sabe.

O contraste com a dimensao 4

Para n > 5 ndo se conhece nenhum contraexemplo a afirmacdo “toda variedade fechada
admite métrica de Einstein”; ao contrario da dimensdo 4, onde Hitchin—Thorpe efetivamente

obstrui. A existéncia em alta dimensdo é um problema em aberto [32].
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Gromov: a busca pela “melhor” métrica

(e) Einstein and the forlorn quest for the best metric. It is geometers’
dream (first articulated by Heinz Hopf, I believe) to find a canonical metric gpest
on a given smooth manifold V' so that all topology of V' will be captured by
geometry. This happened to come true for surfaces as all of them carry (almost
unique) metrics of constant curvature and is predicted for n = 3 by Thurston’s
geometrization conjecture. Also, there is a glimpse of hope for n = 4 (Einstein,
self-dual) but no trace of gnest has ever been found for n > 5. What is the reason
for this? Let us take some (energy) function E on the space G of metrics, say
built of the full curvature tensor, something like [(Curv(g))2dv (where the
exponent n/2 makes the integral scale invariant). Imagine, the gradient flow
of E brings all of G to a “nice” subspace Gpest C G (ideally, a single point or
something not very large anyway). Then the group Diff V' would act on Gy (as
all we do should be Diff-invariant) with compact isotropy subgroups (we assume
V is compact at the moment), e.g. if Gpest consisted of a single point, then Diff
V would isometrically act on (V,Gpest). But the high dimensional topology
(unknown to Hopf) tells us that the space Diff V' is too vast, soft and unruly to
be contained in something nice and cosy like the desired Gpest. (Diff is governed

Fonte: Gromov, Spaces and Questions [47].
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Gromov: o pessimismo em dimensao n > 5

Following Alex we (I speak for myself) are lead to the pessimistic conclusion
that there is no chance for a distinguished ghest (or even Gpest C G) for n > 5
and that “natural” metrics, e.g. Einstein G with Ri(g) = Ag for A < 0, must
be chaotically scattered in the vastness of ¢ with no meaningful link between
geometry and topology. (This does not preclude, but rather predicts, the exis-
tence of such metrics, e.g. Einstein, on all V' of dimension > 5: the problem is
there may be too many of them.)

e Segundo Gromov, em dimensdo n > 5 ndo se deve esperar uma pequena classe distinguida
Obest que concentre as métricas naturais.

Fonte: Gromov, Spaces and Questions [47].
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be chaotically scattered in the vastness of ¢ with no meaningful link between
geometry and topology. (This does not preclude, but rather predicts, the exis-
tence of such metrics, e.g. Einstein, on all V' of dimension > 5: the problem is
there may be too many of them.)

e Segundo Gromov, em dimensdo n > 5 ndo se deve esperar uma pequena classe distinguida
Obest que concentre as métricas naturais.

e Métricas de Einstein com constante negativa podem existir abundantemente, mas estar
espalhadas de forma cadtica no vasto espago G de métricas.

Fonte: Gromov, Spaces and Questions [47].
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O invariante flexivel: o problema de Yamabe

e Enquanto a existéncia de Einstein permanece em aberto em alta dimensdo, a versdo do
problema para a curvatura escalar estd completamente resolvida.
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O invariante flexivel: o problema de Yamabe

e Enquanto a existéncia de Einstein permanece em aberto em alta dimensdo, a versdo do
problema para a curvatura escalar estd completamente resolvida.

Problema de Yamabe (Yamabe 1960; Trudinger 1968; Aubin 1976; Schoen 1984)

Em toda variedade fechada M™, n > 3, cada classe conforme contém uma métrica de
curvatura escalar constante.

e Em particular, toda variedade fechada admite uma métrica de curvatura escalar constante,
sem obstrucgdo topoldgica alguma.
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O contexto onde a existéncia se entende: Kahler—Einstein

e Numa variedade complexa, uma métrica Kdhler é uma métrica Hermitiana cuja forma
fundamental w é fechada, dw = 0.
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e Numa variedade complexa, uma métrica Kdhler é uma métrica Hermitiana cuja forma
fundamental w é fechada, dw = 0.

e Sua forma de Ricci p = Ric(J-,-) é fechada, e sua classe de cohomologia é, a menos do fator
27, a primeira classe de Chern:

o] = 27 e (M).
e Logo ser Kihler—FEinstein (p = Aw) exige que ¢1 tenha sinal definido:

A>0= ¢ >0 (Fano), A=0= c; =0 (Calabi-Yau), A<0= ¢ <0.
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Kahler—Einstein: conjectura de Calabi

Conjectura de Calabi (1954)

Numa classe de Kéahler fixada, toda forma fechada representando c¢1 (M) é a forma de Ricci de
uma unica métrica de Kahler naquela classe.

Analiticamente, isso equivale a resolver uma Monge—Ampére complexa (w + i99p)" = eF'w™.
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Yau e a resolucao da conjectura de Calabi

e Episédio famoso: Yau passou anos tentando refutar a conjectura; chegou a anunciar um
contraexemplo numa conferéncia em 1973. Ao tentar reconstruir o argumento a pedido de
Calabi, percebeu que era falso; convencido entdo de que a conjectura era verdadeira, voltou
todos os seus esforgos para prové-la.
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e Episédio famoso: Yau passou anos tentando refutar a conjectura; chegou a anunciar um
contraexemplo numa conferéncia em 1973. Ao tentar reconstruir o argumento a pedido de
Calabi, percebeu que era falso; convencido entdo de que a conjectura era verdadeira, voltou
todos os seus esforgos para prové-la.

e Yau (1976/78) [36] provou a conjectura de Calabi (parte do trabalho da sua medalha
Fields). O caso ¢; < 0 foi obtido independentemente por Aubin [37].
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Consequéncias da conjectura de Calabi

Consequéncias para o problema de Einstein

e c1 < 0: existe sempre uma (Gnica) métrica K&dhler-Einstein (Aubin—Yau).

e c¢1 = 0: existem métricas Kahler Ricci-planas (Calabi-Yau), os primeiros exemplos compactos
Ricci-planos nao planos, realizando SU(m) na lista de Berger.

e c¢1 > 0 (Fano): hd obstrugdes (Matsushima, Futaki); a existéncia equivale & K-estabilidade
(Yau-Tian—-Donaldson, Chen—Donaldson—Sun [38]).

Moral: no mundo Kéhler, o problema de existéncia de métricas de Einstein estd essencialmente resolvido:

é o contexto amplo mais bem compreendido.
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“Canodnica” nao significa “tinica”

e Mesmo quando existem, métricas canonicas podem ser abundantes.
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“Canodnica” nao significa “tinica”

e Mesmo quando existem, métricas canonicas podem ser abundantes.

« Exemplo (LeBrun) [11]: o espaco de moduli de métricas de Einstein em S°
tem infinitas componentes conexas; ha familias de volume unitirio com
constante de Einstein A\; — 0.

¢ Em dimenséao 4 a existéncia depende até da estrutura suave, e a curvatura se

decompoe via # = #'T @ W ~, raiz da geometria especial em dimensao 4.

e Moral: para obter classificages é preciso acrescentar hipéteses
estruturais. A nossa serd a combinagao de uma estrutura de (quase)-sélitons

de Ricci juntamente com div # = 0.
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Formas espaciais

e Com a convencao desta palestra, uma métrica de curvatura seccional constante c satisfaz

Rm(X,Y, Z,T) = c(g9(X, Z)g(Y.T) — g(X,T)g(Y, Z)).
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Formas espaciais

e Com a convencao desta palestra, uma métrica de curvatura seccional constante c satisfaz
Rm(X,Y, Z,T) = c(g(X, 2)g(Y.T) - 9(X, T)g(Y, 2)).
¢ O tensor algébrico associado naturalmente & métrica é g ® g. Como

(g@ g)(Xv Y, Z, T) = Q(Q(Xv Z)g(Y7 T) - g(XaT)g(K Z)),

temos

C
Rm=590yg |
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O produto de Kulkarni—-Nomizu

e A aplicacido g — g @® g é quadratica.

(h@® k)(X,Y, Z,T) = h(X, Z2)k(Y,T) + h(Y,T)k(X, Z)
— WX, T)k(Y, Z) — h(Y, Z)k(X,T).
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O produto de Kulkarni—-Nomizu

e A aplicacido g — g @® g é quadratica.

¢ Polariza-la produz o produto de Kulkarni-Nomizu de tensores simétricos:

(h@® k)(X,Y, Z,T) = h(X, Z2)k(Y,T) + h(Y,T)k(X, Z)
— WX, T)k(Y, Z) — h(Y, Z)k(X,T).
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O que a curvatura de Ricci determina

e O tensor Ric determina uma contribuicdo algébrica canénica para Rm: uma parte g ® Ric e
uma correcdo escalar em g @ g.
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O que a curvatura de Ricci determina

e O tensor Ric determina uma contribuicdo algébrica canénica para Rm: uma parte g ® Ric e

uma correcdo escalar em g @ g.

e Para n > 3, definimos o tensor de Schouten

1 . Scal
Sch = m (Rlc—z(n_l)g> .

e A decomposicdo da curvatura é

’Rm:W—I—g@SCh‘

e, de modo equivalente,

Scal

1
W=Rm-—— T e
m— 59 O Rict o0 0=

gD g.
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O tensor de Weyl

e W é a parte de Rm que nao é determinada algebricamente por Ric.
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O tensor de Weyl

e W é a parte de Rm que nao é determinada algebricamente por Ric.
« E a parte totalmente sem trago do tensor de Riemann.
e Paran >4, W =0 se e somente se a métrica é localmente conformemente plana.

e Em dimensdo 3, W = 0; a curvatura conforme passa a ser medida pelo tensor de Cotton,
Cijk = Vi SChjk —Vj SChik .

Ele mede exatamente a obstrucdo para que o tensor de Schouten seja de Codazzi.

e Se g é Einstein e n > 3, entdo W = 0 equivale a curvatura seccional constante.
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Curvatura harmoénica e Ricci-Codazzi

Dizemos que g tem curvatura Riemanniana harmonica se

SRm =0, V'R =0.

¢ Pela segunda identidade de Bianchi contraida,

Vi’RijM = Vk Ring —Ve RiCjk .
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Curvatura harmoénica e Ricci-Codazzi

Dizemos que g tem curvatura Riemanniana harmonica se

SRm =0, V'R =0.
¢ Pela segunda identidade de Bianchi contraida,
Vi’RijM = Vk Ring —Ve RiCjk .

o Portanto
Rm=0 <= Ric é um tensor de Codazzi.

e Uma nova contracdo dé 2 div Ric = d Scal. Logo, se d Rm = 0, entdo Scal é constante.
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Weyl harmoénico: a condicao enfraquecida

(M™, g) tem curvatura de Weyl harmaonica se W = 0; nesta palestra escrevemos também
div# = 0.

e Paran >4,
W=0 <= C=0 <= Sch é Codazzi,

onde Cijk = Vi SChjk —Vj SChq;k.

27/140



Weyl harmoénico: a condicao enfraquecida

(M™, g) tem curvatura de Weyl harmaonica se W = 0; nesta palestra escrevemos também
div# = 0.

e Paran >4,
W=0 <= C=0 <= Sch é Codazzi,

onde Cijk = Vi SChjk —Vj SChq;k.

e A condigdo de curvatura harmonica completa é mais forte:

Rm=0 <= M =0 ¢ dScal=0 <« Ric é Codazzi.
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O diagrama das inclusoes

[ VRic=0 Curvatura
Einstein L. g
LRICC] paralelo harmonica

Formas

VRm =0

espaciais simetria local

Localmente ( VW =0 Weyl
conf. planas LWeyl paralelo harmonica
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O diagrama das inclusoes

( VRic=0 Curvatura
LRicci paralelo harmonica

Einstein

Formas VRm =0

simetria local

Localmente ( VW =0 Weyl
conf. planas LWeyl paralelo harmonica

espaciais

X — Y significa “X CY”. Curvatura harménica = Weyl harménico 4+ Scal constante.
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O diagrama das inclusoes: observacgoes

e X — Y significa “X C Y.
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O diagrama das inclusoes: observacgoes

e X — Y significa “X C Y.

e Curvatura harmoénica = Weyl harmonico + Scal constante.
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O diagrama das inclusoes: observacgoes

e X — Y significa “X C Y.
e Curvatura harmoénica = Weyl harmonico + Scal constante.

o Condigoes de ordem superior ndo acrescentam novos nés ao diagrama Riemanniano:
para k > 1, impor V¥ Rm = 0, V* Ric = 0 ou V*¥W = 0 colapsa para as condicdes
paralelas VRm = 0, VRic = 0 ou VW = 0 correspondentes [21], [22]; VIV =0 ¢é a
condigdo conformemente simétrica [23].
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: Tachibana

Teorer Tachibana)

Se (M, g) é compacta, tem curvatura harmonica e operador de curvatura positivo, entao

g tem curvatura seccional constante positiva. Se o operador de curvatura é apenas nao
negativo, obtém-se simetria local (V Rm = 0).

e No caso positivo, a conclusao é a de uma forma espacial esférica, possivelmente apds
quociente finito.
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: Tachibana

Teorema (Tachibana)

Se (M, g) é compacta, tem curvatura harmonica e operador de curvatura positivo, entao

g tem curvatura seccional constante positiva. Se o operador de curvatura é apenas nao
negativo, obtém-se simetria local (V Rm = 0).

e No caso positivo, a conclusao é a de uma forma espacial esférica, possivelmente apds
quociente finito.

e A hipétese de positividade do operador de curvatura é relativamente forte.

¢ O primeiro resultado da teoria é, portanto, de rigidez sob positividade, e nao de
classificagdo geral.
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Fim dos anos 1970: Bourguignon

e Bourguignon propos a seguinte pergunta bem natural:
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Fim dos anos 1970: Bourguignon

e Bourguignon propos a seguinte pergunta bem natural:

Pergunta de Bourguignon

Toda variedade Riemanniana compacta com d Rm = 0 tem V Ric = 0?7
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1980: Derdzinski e a resposta negativa

Teorema e exemplos

Derdzinski construiu exemplos compactos com
6 Rm = 0, V Ric # 0,

respondendo negativamente a pergunta de Bourguignon.
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1980: Derdzinski e estrutura local

Teorema local

Sen >3, d Rm = 0, VRic # 0 e Ric tem exatamente dois autovalores distintos, ent&o
g=ds’+ F(s)h

é um produto warped com base unidimensional e fibra Einstein.
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1981: o mecanismo de Codazzi

e Para um tensor de Codazzi A, no aberto onde as multiplicidades dos autovalores sao
localmente constantes [15]:
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1981: o mecanismo de Codazzi

e Para um tensor de Codazzi A, no aberto onde as multiplicidades dos autovalores sao

localmente constantes [15]:
e cada autodistribuicdo é integravel e suas folhas sdo totalmente umbilicas;
e autovalores de multiplicidade > 1 sdo constantes ao longo da prépria autodistribuigo.

e Se trA é constante, A ndo é paralelo e hd exatamente dois autovalores, o menor bloco tem

dimensao 1.
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A pergunta para os sélitons

1. Soélitons gradientes ja trazem consigo uma fung@o potencial f, folheagdes pelos conjuntos de
nivel de f e identidades diferenciais que relacionam Ric, V f e Scal.

35,/140



A pergunta para os sélitons

1. Soélitons gradientes ja trazem consigo uma fung@o potencial f, folheagdes pelos conjuntos de
nivel de f e identidades diferenciais que relacionam Ric, V f e Scal.

2. A pergunta natural é: como §W = 0 restringe as autodistribui¢oes de Ricci, e o que essa

condicdo forca na geometria de M7
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Sdlitons de Ricci e o fluxo de

Ricci



Richard Hamilton e o fluxo de Ricci

“[...] queremos um fluzo de segunda ordem, parabdlico e quase-linear, que se difunda igualmente
em todas as diregoes. Existe apenas um fluro com essa propriedade: o fluxo de Ricci

9 .
5 g(t) = =2 Ricy(y -
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Solucoes autossimilares = sdélitons

o As solucbes mais simples do fluxo sdo as autossimilares: aquelas que

evoluem apenas por difeomorfismos e reescalas,

g(t) = a(t) i (go0)
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Solucoes autossimilares = sdélitons

o As solucbes mais simples do fluxo sdo as autossimilares: aquelas que

evoluem apenas por difeomorfismos e reescalas,

g(t) = a(t) i (go0)

o Numa variedade fechada, isso equivale a existéncia de f € €°(M) e A€ R
com

‘ Ric+V2f = Ayg ‘

isto é, a equacao do séliton gradiente de Ricci.

e Importancia dupla: além de fornecerem as solugoes autossimilares, os solitons

aparecem como modelos das singularidades formadas pelo fluxo.
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Sélitons gradientes de Ricci

(M™, g, f) é um sdliton gradiente de Ricci se Ric+V2f = \ g para alguma cons-

tante A. Diz-se shrinking se A > 0, steady se A = 0, expanding se X < 0.

e Se f é constante, recuperamos Ric = Ag: toda métrica de Einstein é um

soliton (dito trivial).
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Sélitons gradientes de Ricci

(M™, g, f) é um sdliton gradiente de Ricci se Ric+V2f = \ g para alguma cons-
tante A. Diz-se shrinking se A > 0, steady se A = 0, expanding se X < 0.

e Se f é constante, recuperamos Ric = Ag: toda métrica de Einstein é um
soliton (dito trivial).

¢ No sentido de Petersen—Wylie, um séliton é rigido se seu recobrimento
universal é um produto N % x R¥, com N Einstein, e f = %|ac|2 no fator
euclidiano.

o Pergunta natural: sob hipéteses de curvatura (Weyl harmoénico!), o que se

pode dizer sobre a estrutura local de um soéliton?
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Exemplos sob o fluxo

Esfera (shrinking): H3/T (expanding):
g=01-4g, = ‘/'“\\7/’ ( >\ 'l \\\
SS9 - ! 3
\n//’\\A/
. @ - v
g(t)=(1+41)g,

1
7i

expande para sempre; curvatura — 0.

encolhe a um ponto; curvatura explode.
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Exemplos sob o fluxo

Esfera (shrinking): H3/T (expanding):
g)y=>1-41)g, S y, W, / \ - \\
-= Py = L~

ﬂ@d..ﬂ. 9PV -V

g()=(1+41)g,

expande para sempre; curvatura — 0.

encolhe a um ponto; curvatura explode.

Para uma métrica de Einstein, g(t) = (1 — 2\t) go resolve o fluxo: o protétipo de séliton trivial.
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Rigidez de Petersen—Wylie

Petersen—Wylie

Um séliton gradiente de Ricci completo é rigido quando, a menos de quociente por
isometrias, tem a forma

. A
(Nn_k;gj\/') X (Rkvgeucl); RIC_/\[ = )‘g./\/a f = *|J3|2 +c.
2

40/140



Critério de Petersen—Wylie

Petersen—Wylie

Um séliton gradiente de Ricci completo é rigido se, e somente se,

Scal é constante e Rm(,Vf,Vf,:)=0.

e A segunda condicdo é a curvatura seccional radial nula: nos pontos regulares de f,

sec(E,Vf)=0 para todo E 1 Vf.
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Critério de Petersen—Wylie

Petersen—Wylie

Um séliton gradiente de Ricci completo é rigido se, e somente se,

Scal é constante e Rm(,Vf,Vf,:)=0.

e A segunda condicdo é a curvatura seccional radial nula: nos pontos regulares de f,
sec(E,Vf)=0 para todo E 1 Vf.
e Uma condicdo distinta também estudada é
W (V) =0,

isto é, Weyl radialmente nula.
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Curvatura escalar constante: valores quantizados

Fernindez-Lépez—Garcia-Rio (2014)

Se (M"™, g, f) é um séliton gradiente de Ricci completo com curvatura escalar constante, entao

Scal € {0, A, 2),...,(n — 1)\, nA}.

e (Quando Scal é constante, as identidades do séliton dao que f é isoparamétrica:

|Vf|2 = 2\f — Scal, Af =mn\—Scal.
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Curvatura escalar constante: valores quantizados

Fernindez-Lépez—Garcia-Rio (2014)

Se (M"™, g, f) é um séliton gradiente de Ricci completo com curvatura escalar constante, entao

Scal € {0, A, 2),...,(n — 1)\, nA}.

e (Quando Scal é constante, as identidades do séliton dao que f é isoparamétrica:
|Vf|2 = 2\f — Scal, Af =mn\—Scal.

e Numa subvariedade focal ndo vazia de f,

Al 0
RiC\Mi - ( Ok 0 > )
n—k

e o trago da Scal = k.
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Poucos autovalores de Ricci forgcam rigidez

Fernindez-Lépez—Garcia-Rio (2014)

Se (M", g, f) é um soliton gradiente de Ricci completo com Scal constante e Ric possui no
méaximo trés autovalores distintos, entdo o séliton é rigido.
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Consequéncias adicionais de Scal = k)

e Os valores extremos tém interpretacao rigida: Scal = 0 d4 a métrica Ricci-plana,
enquanto Scal = n\ dé4 o séliton Einstein trivial.
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Consequéncias adicionais de Scal = k)

e Os valores extremos tém interpretacao rigida: Scal = 0 d4 a métrica Ricci-plana,
enquanto Scal = n\ dé4 o séliton Einstein trivial.

e Se Scal = (n — 1)\, entdo o séliton é rigido.

e No caso shrinking, nao existe séliton gradiente de Ricci completo com Scal = A.

Nao sabemos a geometria dos casos intermediarios.
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Conjectura de Cao para shrinkers

Conjectura de Cao

Se (M™, g, f), n > 4, é um séliton gradiente de Ricci shrinking completo com curvatura escalar

constante, entdo ele é rigido. Equivalentemente, a menos de quociente finito,

M" = NP RYE,

onde A* é Einstein com curvatura escalar positiva.

o Petersen—Wylie caracterizam a rigidez por
Scal constante e Rm(-, Vf,Vf,-)=0.

A conjectura afirma que, para shrinkers, a primeira condigdo ja deveria forgar a segunda.

45/140



Progresso sobre a conjectura de Cao

e Dimensdo 4: Cheng—Zhou provaram a conjectura: todo shrinker completo com Scal
constante é rigido [44].
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Progresso sobre a conjectura de Cao

e Dimensdo 4: Cheng—Zhou provaram a conjectura: todo shrinker completo com Scal
constante é rigido [44].

e Dimensao 5: Li-Ou-Qu-Wu provaram o caso Scal = 3\, obtendo um quociente finito de
R? x S? [45].

¢ Dimensdo arbitraria: Wang—Wu provaram resultados condicionais; por exemplo, se
Scal = (n — 2)\ e cada nivel regular de f tem Weyl nula, entdo obtém-se um quociente finito
de R? x S"72 [46].

e A conjectura permanece aberta em sua generalidade para n > 5.

e A cota de trés autovalores reaparece naturalmente: sob div# = 0, a estrutura de Codazzi
do tensor de Schouten restringe fortemente as autodistribuicdes de Ric. E esse mecanismo
que sera explorado adiante.
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Quase-sélitons de Ricci




Quase-sélitons de Ricci

e Uma generalizacao frutifera, introduzida por Pigola, Rigoli, Rimoldi e
Setti (2011): permitir que a constante A passe a variar suavemente.
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Quase-sélitons de Ricci

e Uma generalizacao frutifera, introduzida por Pigola, Rigoli, Rimoldi e
Setti (2011): permitir que a constante A passe a variar suavemente.

(M™, g, f) é um quase-sdliton gradiente de Ricci se

Ric+V2f=Xg, A€ E®M).
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Quase-sélitons de Ricci: por que sao delicados

e Se A é constante, recuperamos os sélitons de Ricci usuais.
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Quase-sélitons de Ricci: por que sao delicados

e Se A é constante, recuperamos os sélitons de Ricci usuais.
e Aparecem naturalmente em fluxos com termos de reagdo e em problemas
variacionais conformes.

o A liberdade extra em A torna a analise da estrutura local

consideravelmente mais delicada.
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O caso compacto: a rigidez de Barros—Batista—Ribeiro

Teorema (Barros—Batista—Ribeiro Jr.)

Seja (M™, g, X, \), n > 3, um quase-séliton de Ricci compacto, orientado e ndo-trivial.
Se a curvatura escalar Scal é constante, entao M™ é isométrica a esfera redonda S™.
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Sélitons de Schouten

o Catino—Mantegazza—Mazzieri estudaram os p-sélitons de Einstein:

Ric4+V2f = (p Scal +)\) g.
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Sélitons de Schouten

o Catino—Mantegazza—Mazzieri estudaram os p-sélitons de Einstein:

Ric4+V2f = (p Scal +)\) g.

1
e Para p = ——— obtemos o séliton de Schouten:
P=om—1)
. 2 Scal 2 : Scal
R1c+V f: m‘F)\ g, Vf:)\gf(RIC7mg)

50,140



Rigidez no caso Schouten

No caso Schouten

Para
Scal
Ric+V3f = —"" 47
com T constante, diremos que o séliton é rigido se seu recobrimento universal se decompoe como

N"FxRF, Riew =pgn, = %\mlz +e,

onde a constante p é compativel com a equacgdo de Schouten.
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Rigidez no caso Schouten: constante compativel

Compatibilidade

A constante p do fator Einstein satisfaz

_ Scaly _ 2(n—1) . o
—72(71_1)—&—7 (n+k_2Tsed1m./\/n k).
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Rigidez no caso Schouten: constante compativel

Compatibilidade

A constante p do fator Einstein satisfaz

_ Scaly _ 2(n—1) . o
f72(n_1)+7 (n+k_2Tsed1m./\/n k).

Provaremos no Teorema 3 que os tnicos sélitons de Schouten gradiente com curvatura de Weyl
harmonica séo rigidos.
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Curvatura de Weyl harmonica




Curvatura de Weyl harmonica: retomada

(M™, g) tem curvatura de Weyl harmonica se div # = 0.

o Para n > 4, isto equivale a

div# =0 <= C=0 <= V;Schj; =V,;Sch;; <= Sch é Codazzi.
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Curvatura de Weyl harmonica: retomada

(M™, g) tem curvatura de Weyl harmonica se div # = 0.

o Para n > 4, isto equivale a
div# =0 <= C=0 <= V;Schj; =V,;Sch;; <= Sch é Codazzi.

o Generaliza simultaneamente Einstein (Sch paralelo = Codazzi) ¢ LCF
(W =0=div# =0).
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E se exigissemos curvatura harmoénica?

e Lembrando: Rm =0 <= div# =0 e Scal constante. A curvatura harmonica é,
portanto, estritamente mais forte do que a nossa hipdtese.
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E se exigissemos curvatura harmonica?

e Lembrando: Rm =0 <= div# =0 e Scal constante. A curvatura harmonica é,

portanto, estritamente mais forte do que a nossa hipdtese.

Curvatura harmoénica = rigidez forte

Um quase-séliton gradiente préprio (f ndo constante) com curvatura harménica tem
Scal constante. No caso compacto, Barros—Batista—Ribeiro [25] garantem que M™ é

isométrico a esfera redonda S™.
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Curvatura harmonica: consequéncia

o Em dimensao 4, Kim [26] obtém uma descrigdo completa dos quase-sélitons
gradientes com curvatura harménica.
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A engrenagem: tensores de Codazzi

e Que Sch seja Codazzi é uma informacao estrutural forte.
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A engrenagem: tensores de Codazzi

e Que Sch seja Codazzi é uma informacao estrutural forte.

Estrutura de um tensor de Codazzi

No aberto de multiplicidades constantes, Derdziniski [15] garante integrabi-

lidade das autodistribuicoes e folhas totalmente umbilicas.

o Como Sch é apenas uma reescala de Ric (mais um multiplo de g), Ric e Sch
tém os mesmos autoespacgos.

« A equacio do (quase-)séliton acopla Ric ao V2f, forcando V f a interagir com

essa decomposicao. E dai que sai o controle da geometria.
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Resultados principais




Ordem légica dos resultados

O mecanismo que se repete

div# = 0 = Sch Codazzi
= autodistribui¢ées controladas

= produto warped e poucos autovalores de Ric.
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Ordem légica dos resultados: roteiro

e Primeiro, a rota mais facil: um caminho puramente algébrico para a cota de
autovalores, vdlido quando ja se dispoe de uma estrutura warped (rede localmente
decomponivel).
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autovalores, vdlido quando ja se dispoe de uma estrutura warped (rede localmente

decomponivel).

o Em seguida, o motor geral (a rota dificil): para quase-sdlitons (A varidvel), o
método do referencial adaptado refinado fornece a mesma cota e, sem supor
decomponibilidade, a estrutura local de produto warped com < 2 fibras.
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Ordem légica dos resultados: roteiro

e Primeiro, a rota mais facil: um caminho puramente algébrico para a cota de
autovalores, vdlido quando ja se dispoe de uma estrutura warped (rede localmente
decomponivel).

o Em seguida, o motor geral (a rota dificil): para quase-sdlitons (A varidvel), o
método do referencial adaptado refinado fornece a mesma cota e, sem supor
decomponibilidade, a estrutura local de produto warped com < 2 fibras.

e Por fim, nés usamos essa estrutura para os solitons de Schouten: nesse caso, a
equacao especial forca as fungdes warping a serem lineares, e a completude da rigidez.
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Lemas comuns: o que div# = 0 compra

Lema radial de Cotton nulo

Para um quase-séliton Ric+V?2f = \g, C = 0 é equivalente a
Rm(V, X, Y, 2) = ——{Rie(V£,V)g(X, Z) — Rie(V , 2)g(X, Y)}.

Em dimensao n > 4, isto é o mesmo que Weyl harmonico.

o Consequéncias em nivel regular: E1 = V f/|V f| é autovetor de Ric, |V f| é constante em X,
existe coordenada s com E; = Vs, e Vg, E1 =0.
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Lemas comuns: o que div# = 0 compra

Lema radial de Cotton nulo

Para um quase-séliton Ric+V?2f = \g, C = 0 é equivalente a
Rm(V, X, Y, 2) = ——{Rie(V£,V)g(X, Z) — Rie(V , 2)g(X, Y)}.

Em dimensao n > 4, isto é o mesmo que Weyl harmonico.

o Consequéncias em nivel regular: E1 = V f/|V f| é autovetor de Ric, |V f| é constante em X,

existe coordenada s com E; = Vs, e Vg, E1 =0.

e Como Sch é Codazzi, Derdzinski da integrabilidade das autodistribuicdes e folhas totalmente

umbilicas no aberto de multiplicidades constantes.
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Teorema 2: quase-sélitons

Teorema (Borges—Horacio—Dos Santos)

Seja M™% um quase-séliton gradiente de Ricci ndo-trivial com curvatura
de Weyl harmoénica. Entao:

1. o tensor de Ricci admite no maximo trés autovalores distintos;
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Teorema 2: estrutura local

Teorema (continuagio)

Em torno de qualquer ponto regular de f, M é localmente isométrica a um
produto multiplo warped

(I’ d52) X901 lel XSDQ NQka

com base unidimensional e no maximo duas fibras de Einstein N7, N5.
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Densidade do conjunto regular

Lema (densidade—dicotomia; Lema 3.1 de [2])

Seja M™ um quase-séliton gradiente de Ricci com curvatura de Weyl harmonica, f néo-

constante, e R = {Vf # 0} o conjunto regular. Se W é uma componente conexa de M,
entdo W N'R é denso em W ou vazio.

e Por que é preciso. No caso séliton de Ricci, g e f sdo analiticos em coordenadas

harménicas e controla-se R por analiticidade. Para quase-sélitons isso falha: g, f ndo
precisam ser analiticos. O lema substitui esse argumento.
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Lemas de dependéncia em s

e Trabalhamos em M4 NR, onde as multiplicidades de Ric sao constantes; pelo lema de
densidade, se f ndo é constante esse conjunto é denso em cada componente relevante de M 4.
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Lemas de dependéncia em s

e Trabalhamos em M4 NR, onde as multiplicidades de Ric sao constantes; pelo lema de
densidade, se f ndo é constante esse conjunto é denso em cada componente relevante de M 4.

¢ Lema. Em cada componente conexa de um nivel regular 3., as funges
SC&L /\, A= P{iC(E‘l7 E‘l)7 )\27 ey An

sdo constantes. Logo todas dependem apenas do parametro s.
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O nucleo técnico: a estimativa de autovalores

¢ Ambos os itens do Teorema 2 reduzem-se a uma Unica estimativa:
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O nucleo técnico: a estimativa de autovalores

¢ Ambos os itens do Teorema 2 reduzem-se a uma Unica estimativa:

Estimativa transversal (Props. 3.4 e 3.5 de [2])

Em torno de pontos regulares de f, hd no maximo duas classes transversais de autova-
lores de Ric.

o Dada essa cota, seguem como consequéncias (Teor. 3.6 de [2]):

e a estrutura de produto warped miltiplo com < 2 fibras (item 2 do Teorema 2);
 arigidez dos sélitons de Schouten (Teorema 3, a seguir).
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O nucleo técnico: duas rotas

o Kim segue a mesma ordem: prova primeiro a estimativa ([5]) e s6 entdao deduz a
estrutura local. Provaremos a cota de duas maneiras: primeiro um atalho
algébrico curto (sob decomponibilidade da rede) e, em seguida, o método geral via
referencial refinado, que dispensa essa hip6tese. A estrutura local é corolario da cota.
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Rota algébrica: sélitons de Ricci

e Comegamos pela rota mais facil: um atalho puramente algébrico para a
cota, disponivel quando jd se dispoe de uma estrutura warped (rede localmente

decomponivel).
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Rota algébrica: sélitons de Ricci

e Comegamos pela rota mais facil: um atalho puramente algébrico para a
cota, disponivel quando jd se dispoe de uma estrutura warped (rede localmente
decomponivel).

e Ele é curto e transparente; o preco é a hipdtese de decomponibilidade, cuja
sutileza exporemos a seguir. A rota geral (referencial refinado) vird depois,

justamente para dispensa-la.
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Rota algébrica: teorema

Teorema (Borges—Horacio—Dos Santos)

Seja M"Z% um séliton gradiente de Ricci ndo-trivial com curvatura de Weyl harméo-
nica. Suponha que a rede das autodistribui¢oes do tensor de Ricci de M seja localmente
decomponivel. Entao o tensor de Ricci de M admite no maximo trés autovalores
distintos.
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Rota algébrica: leitura geométrica

o A hipétese de decomponibilidade local da rede evita o referencial refinado (a rota
geral, adiante): ela entrega de imediato as coordenadas adaptadas.
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Rota algébrica: ingredientes (ja vistos)

1. Os mesmos ingredientes de antes: como div# = 0, o tensor de Schouten é Codazzi e
Derdzinski dé integrabilidade das autodistribui¢bes de Ric.
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Rota algébrica: ingredientes (

1. Os mesmos ingredientes de antes: como div# = 0, o tensor de Schouten é Codazzi e
Derdzinski dé integrabilidade das autodistribui¢bes de Ric.

2. Pelo lema radial, By = V f/|V f| é autovetor de Ric; escrevendo Ric(E;, ) = \ig(E;, -),

A— Ao
VE,I-El = faEaa ga = f,

Aqui s é o parAmetro de comprimento de arco de Fy e f' = df/ds.

(a > 2).
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Rota algébrica: ingredientes (

1. Os mesmos ingredientes de antes: como div# = 0, o tensor de Schouten é Codazzi e
Derdzinski dé integrabilidade das autodistribui¢bes de Ric.

2. Pelo lema radial, By = V f/|V f| é autovetor de Ric; escrevendo Ric(E;, ) = \ig(E;, -),

A— Ao
VE,I-El = faEaa ga = f,

Aqui s é o parAmetro de comprimento de arco de Fy e f' = df/ds.

(a > 2).

3. As quantidades Scal, A; e §; dependem apenas de s (constantes em cada nivel regular

Y. = f71(e)).
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Rota algébrica: produto miltiplo warped

e Supondo que a rede seja localmente decomponivel (Reckziegel-Schaaf), ponto que
discutiremos a seguir, obtém-se coordenadas adaptadas simultaneamente a todos os
blocos de autovalores.
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Rota algébrica: produto miltiplo warped

e Supondo que a rede seja localmente decomponivel (Reckziegel-Schaaf), ponto que
discutiremos a seguir, obtém-se coordenadas adaptadas simultaneamente a todos os

blocos de autovalores.

¢ Nessas coordenadas,
019ab = 2£a9abs OaYap = 0 ([a] # [a])
 Integrando a primeira equacdo em s obtém-se, com fibras N de dimensao r;,

g=ds®> +hi(s)’gn, + -+ hi(s)’gn,, & = R /b
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Rota algébrica: conclusao estrutural

Conclusao estrutural

As férmulas de Ricci de produtos warped, combinadas com a equagao do séliton, mostram
que toda fibra A; com 7; > 2 é Einstein, com constante j;.

71/140



De onde vém as coordenadas? Decomponibilidade local

Definicao (rede localmente decomponivel, Reckziegel-Schaaf)

Uma rede £ = (Dy, D1, ..., Dy) de distribui¢es mutuamente ortogonais é localmente

decomponivel se, em torno de cada ponto, existe um sistema de coordenadas adaptado:
cada D; é gerada por um bloco dos campos coordenados 0.

e Sao exatamente as coordenadas que usamos para escrever o produto warped.
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De onde vém as coordenadas? Decomponibilidade local

Definicao (rede localmente decomponivel, Reckziegel-Schaaf)

Uma rede £ = (Dy, D1, ..., Dy) de distribui¢es mutuamente ortogonais é localmente

decomponivel se, em torno de cada ponto, existe um sistema de coordenadas adaptado:
cada D; é gerada por um bloco dos campos coordenados 0.

e Sao exatamente as coordenadas que usamos para escrever o produto warped.

Teorema (Reckziegel-Schaaf, Results in Math. 35, 1999)

A rede é localmente decomponivel se, e somente se, toda soma parcial D; :=
@,c; Di (I CH{0,...,k}) é integravel.
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Um paréntese: variedades quase-Einstein

¢ O contexto natural mais amplo que engloba sélitons e quase-sélitons é o das
variedades quase-Einstein.
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Um paréntese: variedades quase-Einstein

¢ O contexto natural mais amplo que engloba sélitons e quase-sélitons é o das
variedades quase-Einstein.

Definicdao (m-quase-Einstein)
(M™ g, f,\) é m-quase-Einstein (0 < m < c0) se
Ric+V?f —Lldf®df=Ag, A EEC®(M).

e m = 0o recupera o quase-séliton gradiente de Ricci (Ric+V2f = \g); com A
constante, o séliton de Ricci usual.

o Param € Z-¢, a equagdo (com A constante) é ezatamente a condi¢do para que o

produto warped M" X, s/m F™ seja Einstein sobre uma fibra de dimensao m; dai
0 nome.
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Uma conjectura de integrabilidade

o Em nosso contexto, cada autodistribuicdo individual D, é integravel (Derdzinski).
Mas o teorema acima exige a integrabilidade de todas as somas parciais, e isso nao
é automatico.
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Para um séliton gradiente de Ricci (e, mais geralmente, uma variedade quase-
Einstein) com curvatura de Weyl harmonica, a soma direta de quaisquer auto-
distribui¢des distintas do tensor de Ricci é integravel.
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Uma conjectura de integrabilidade

o Em nosso contexto, cada autodistribuicdo individual D, é integravel (Derdzinski).
Mas o teorema acima exige a integrabilidade de todas as somas parciais, e isso nao

é automatico.

Para um séliton gradiente de Ricci (e, mais geralmente, uma variedade quase-
Einstein) com curvatura de Weyl harmonica, a soma direta de quaisquer auto-
distribui¢des distintas do tensor de Ricci é integravel.

e Se a conjectura vale = (Reckziegel-Schaaf) rede decomponivel = coordenadas
adaptadas = produto multiplo warped. E exatamente a hipStese sob a qual funciona

a rota alternativa.
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A integrabilidade esta longe de ser automatica

e Numa pergunta que fizemos no MathOverflow, Robert Bryant construiu
contraexemplos para a conjectura no caso conformemente plano uma vez removida a
hipétese da estrutura de séliton de Ricci.
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A integrabilidade nao é automatica!

A hipétese conforme # = 0 sozinha ndo da a conjectura.
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E a estrutura de séliton que salva (caso LCF)

e Compare com Ferndndez-Lopez—Garcia-Rio (Geom. Dedicata 168, 2014): Weyl nulo
por si s6 ndo forga a integrabilidade das somas mistas (Bryant), mas
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E a estrutura de séliton que salva (caso LCF)

e Compare com Ferndndez-Lopez—Garcia-Rio (Geom. Dedicata 168, 2014): Weyl nulo
por si s6 ndo forga a integrabilidade das somas mistas (Bryant), mas

Fernandez-Lopez—Garcia-Rio

Um sdliton gradiente de Ricci conformemente plano é localmente isométrico a
um produto warped I X, N de um intervalo por uma forma espacial; portanto com
uma $0 fibra.
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A importancia da estrutura de séliton

¢ Ou seja: é o acréscimo da equagao de séliton, mesmo quando # = 0, que obriga
a soma direta a ser integravel.
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A importancia da estrutura de séliton

¢ Ou seja: é o acréscimo da equagao de séliton, mesmo quando # = 0, que obriga

a soma direta a ser integravel.

e Acreditamos que a nossa situacio é andloga: div# = 0 sozinha é insuficiente; é
preciso usar as equagoes do séliton de maneira mais fina.
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A conjectura na literatura: Cao—Li—Siene

e Em trabalho recente sobre variedades quase-Einstein com Weyl harmoénico
(n > 5), Cao, Li e Siene classificam a estrutura local.
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e A prova da estrutura de produto multiplo warped (o teorema central deles) parte
exatamente dessas coordenadas adaptadas a todas as autodistribui¢oes de
Ricci; isto é, presume a conjectura.
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A conjectura na literatura: Cao—Li—Siene

e Em trabalho recente sobre variedades quase-Einstein com Weyl harmoénico
(n > 5), Cao, Li e Siene classificam a estrutura local.

e A prova da estrutura de produto multiplo warped (o teorema central deles) parte
exatamente dessas coordenadas adaptadas a todas as autodistribui¢oes de
Ricci; isto é, presume a conjectura.

O ponto delicado

A existéncia dessas coordenadas é equivalente a uma afirmacdo nao trivial de integrabi-
lidade simultdnea (de somas parciais); nao se trata de aplicar Frobenius distribuicao a
distribuicao.
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Pontos delicados

o Esfericidade (Hiepko) [31]: para obter o produto warped a partir das distribui¢des néo
basta ortogonalidade + integrabilidade 4+ umbilicidade; as folhas precisam ser esféricas,
com vetor curvatura média H; paralelo e complemento ortogonal totalmente geodésico.
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de coeficientes de conexdao mistos, o que néo segue da integrabilidade individual.
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Pontos delicados

o Esfericidade (Hiepko) [31]: para obter o produto warped a partir das distribui¢des néo
basta ortogonalidade + integrabilidade 4+ umbilicidade; as folhas precisam ser esféricas,
com vetor curvatura média H; paralelo e complemento ortogonal totalmente geodésico.

o O sdliton garante H; paralelo; ja a condigdo “totalmente geodésico” depende do anulamento
de coeficientes de conexdao mistos, o que néo segue da integrabilidade individual.

e Fendémeno de baixa dimensao: com apenas trés distribui¢des (uma delas unidimensional),
as duas classes transversais sdo autoparalelas em Y., portanto paralelas, e o teorema de de
Rham fecha de imediato. Isso ndo se generaliza para mais de duas classes transversais.
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Pontos delicados

o Esfericidade (Hiepko) [31]: para obter o produto warped a partir das distribui¢des néo
basta ortogonalidade + integrabilidade 4+ umbilicidade; as folhas precisam ser esféricas,
com vetor curvatura média H; paralelo e complemento ortogonal totalmente geodésico.

o O sdliton garante H; paralelo; ja a condigdo “totalmente geodésico” depende do anulamento
de coeficientes de conexdao mistos, o que néo segue da integrabilidade individual.

e Fendémeno de baixa dimensao: com apenas trés distribui¢des (uma delas unidimensional),
as duas classes transversais sdo autoparalelas em Y., portanto paralelas, e o teorema de de
Rham fecha de imediato. Isso ndo se generaliza para mais de duas classes transversais.

¢ De fato, a cota de autovalores equivale ao paralelismo das autodistribui¢ées; a tinica forma
que paralelismo pode falhar s6 aparece com mais de duas classes transversais.
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Rota algébrica: sistema de Li

o Tendo a estrutura warped, falta mostrar que hd no maximo dois fatores N;; isso
vira pura algebra.
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Rota algébrica: sistema de Li

o Tendo a estrutura warped, falta mostrar que hd no maximo dois fatores N;; isso
vira pura algebra.

o Lema (F. Li). As fungoes & = hl/h; satisfazem

Scal’

§£+532—W, G+ A== -6 &+ (ri—1)
=2

Mg

7
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Rota algébrica: sistema de Li (continuacio)

P (= DA-$ (7 Seal
_ (m—1)A—Scal +A; — _ cal
b= iz T s Y
obtém-se
Hi

2 -B&—C=—(r; — 1)?

%
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Rota algébrica: o polinémio

o Derivando e usando h}/h; = &;, eliminamos h; e obtemos o polinémio
B& +(B'+2)0) &+ (C=NB+C" =0,

que é nao trivial; dai ha no maximo dois valores distintos de &;.
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Rota algébrica: o polinémio

o Derivando e usando h}/h; = &;, eliminamos h; e obtemos o polinémio
B& +(B'+2)0) &+ (C=NB+C" =0,

que é nao trivial; dai ha no maximo dois valores distintos de &;.

e Portanto k < 2 e Ric tem no maximo trés autovalores distintos, reencontrando a cota
por um caminho curto e algébrico.
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A rota geral: referencial adaptado refinado

e Agora a rota geral. O atalho algébrico exigiu decomponibilidade da rede. O método do
referencial refinado obtém a mesma cota sem supod-la, ao prego da maquinaria de Kim [5].
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A rota geral: referencial adaptado refinado

e Agora a rota geral. O atalho algébrico exigiu decomponibilidade da rede. O método do
referencial refinado obtém a mesma cota sem supod-la, ao prego da maquinaria de Kim [5].

o Transporta-se cada E; (i > 2) ao longo do fluxo de E; e renormaliza-se:
Py = E, Ve Fi=0 (i>1).

Isso anula as derivadas radiais, controlando os coeficientes de conexdo em dimenséo > 5.
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Linearizacao de Riccati e a variavel comum £

e A=XA(s),ecada & = (Vg E1, Ei) = (A= X\;)/f' (i > 2) satisfaz a equagio de Riccati
& +¢=-X/(n—1), sem X.
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Linearizacao de Riccati e a variavel comum £

e A=X(s),ecada §; = (Vg E1,E;) = (A—X)/f (i > 2) satisfaz a equagdo de Riccati
& +¢=-X/(n—1), sem X.
o Hipétese, essencial aqui: &; # 0 para todo i > 2. Sé assim vale a linearizacio &; = u}/u;,

A1
n—1

&y =0, a Riccati forga A1 = 0: é o caso degenerado, tratado a parte adiante.

u = 0 e produz a forma estrutural abaixo. Se algum

que transforma a Riccati em u' +
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Linearizacao de Riccati e a variavel comum £

e A=X(s),ecada §; = (Vg E1,E;) = (A—X)/f (i > 2) satisfaz a equagdo de Riccati
g+ & =-M/(n—1), sem \.

o Hipétese, essencial aqui: &; # 0 para todo i > 2. Sé assim vale a linearizacio &; = u}/u;,
que transforma a Riccati em u” + 24 = 0 e produz a forma estrutural abaixo. Se algum

n—1
&y =0, a Riccati forga A1 = 0: é o caso degenerado, tratado a parte adiante.

e Tomando [2] como classe distinguida, u2 resolve aquela EDO linear e define a varidvel
comum h(s) := f:o uz2(v) 2 dw (logo B’ = uz? > 0). Todas as outras classes herdam
uh K

6=+ WD,

com ¢; distintos por classe; dai a redugédo algébrica de Kim transporta-se inteiramente.
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A identidade-mestre e o ponto de quebra

e Subtraindo A\; = A — & f entre classes, A cancela. A reducio de Kim termina em constantes
a,b,c com
2
h'=ch®+ah+b, &=—ch—%, &,=%—cca+t .
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A identidade-mestre e o ponto de quebra

e Subtraindo A\; = A — & f entre classes, A cancela. A reducio de Kim termina em constantes
a,b,c com

h'=ch®+ah+b, & =—ch—%, &.=%—ctat

o Para cada classe [sa], a identidade-mestre ([5], Eq. 46) expressa A — Cy como funcéo

racional de h:

A=Co=Lh +DaQa(h) = > EsaQs(h)
BFo

a — 2ccp Ps n
com L := Az —c(na — 1), h):=c+ + = , e constantes
2o el = Qe = et S T e (ke
A23D017E,8,a~
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A identidade-mestre e o ponto de quebra

e Subtraindo A\; = A — & f entre classes, A cancela. A reducio de Kim termina em constantes
a,b,c com

h'=ch®+ah+b, & =—ch—%, &.=%—ctat

o Para cada classe [sa], a identidade-mestre ([5], Eq. 46) expressa A — Cy como funcéo

racional de h:

A=Co=Lh +DaQa(h) = > EsaQs(h)
BFo

a — 2ccp Ps n
com L := Az —c(na — 1), h):=c+ + = , e constantes
2o el = Qe = et S T e (ke
A23D017E,8,a~

e Kim: )\ constante = o Lema 6.1 (fragdes parciais) 1& os coeficientes e fecha.
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A identidade-mestre e o ponto de quebra

e Subtraindo A\; = A — & f entre classes, A cancela. A reducio de Kim termina em constantes
a,b,c com

h':ch2+ah+b7 52:_011_%7 §5u:%—cca+hi‘c‘

o Para cada classe [sa], a identidade-mestre ([5], Eq. 46) expressa A — Cy como funcéo
racional de h:

A=Co=LN +DaQa(h) = > EgaQs(h)
B

a — 2ccp Ps B n
h+ca (h4+c5)2  (h+cp)

com L := Ay —c(n2 — 1), Qs(h) :=c
A2, Do, Eg q.

5, € constantes

e Kim: )\ constante = o Lema 6.1 (fragdes parciais) 1& os coeficientes e fecha.

e Nosso caso: A = Cp + f” é funcdo de s; o Lema 6.1 ndo se aplica diretamente. E aqui, e
somente aqui, que A\ constante é usado de modo essencial em Kim.

86,140



O conserto: a Bianchi contraida (1/2)

e Importamos uma equagao ausente em Kim. Tomando o divergente da equacio de
quase-séliton, usando a segunda identidade de Bianchi contraida e diferenciando o
traco Scal +Af = nA:

Ric(Vf,") = (1 —n)dA + 5 dScal.
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O conserto: a Bianchi contraida (1/2)

e Importamos uma equagao ausente em Kim. Tomando o divergente da equacio de
quase-séliton, usando a segunda identidade de Bianchi contraida e diferenciando o
traco Scal +Af = nA:

Ric(Vf,") = (1 —n)dA + 5 dScal.

o Avaliando em Ey = Vf/|Vf| e escrevendo Af = f” 4 'S, com S := ) _ | &, isto vira uma
EDO de 32 ordem para f:

(nf1)f’”+f”S+f’S/+2Cof’:0 ‘
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O conserto: fracdes parciais e Laurent (2/2)

+ Como A = Co + f”, a identidade-mestre fica f = LA + DaQa(h) — 3", Es.aQs(h).
Subtraindo as instancias para dois rétulos «,y e aplicando fragdes parciais (Lema 6.1) na
varidvel x = h(s):

Egya = —Dg.
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+ Como A = Co + f”, a identidade-mestre fica f = LA + DaQa(h) — 3", Es.aQs(h).
Subtraindo as instancias para dois rétulos «,y e aplicando fragdes parciais (Lema 6.1) na
varidvel x = h(s):

Egya = —Dg.

o Usando Qs(h) = h'/(h + c)?, a identidade-mestre colapsa para
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O conserto: fracdes parciais e Laurent (2/2)

e Como A = Cy + f”, a identidade-mestre fica f” = Lh' + DaQa(h Zﬂ?ﬁa E5,0Qps(h).
Subtraindo as instancias para dois rétulos «,~ e aplicando fragoeb parciais (Lema 6.1) na
varidvel x = h(s):

Egya = —Dg.

o Usando Qs(h) = h'/(h + c)?, a identidade-mestre colapsa para

"o_ 2 Dy df —
= (ch +ah+b)(L+Zam), =L+3, ity

o Laurent na EDO de Bianchi: pondo z := h 4 co — 0, 0 termo dominante =2 tem

coeficiente Q(nsa —(n— 1))D(¥Pa2. Como ns, <n—3 < n-—1, forcamos (o subcaso

P, = 0 é andlogo, via x_l).
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O conserto: fracdes parciais e Laurent (2/2)

e Como A = Cy + f”, a identidade-mestre fica f” = Lh' + DaQa(h Zﬂ?ﬁa E5,0Qps(h).
Subtraindo as instancias para dois rétulos «,~ e aplicando fragoeb parciais (Lema 6.1) na
varidvel x = h(s):

Egya = —Dg.

o Usando Qs(h) = h'/(h + c)?, a identidade-mestre colapsa para
2 a —
" = (ch +ah+b)(L+Za<hfW), W =L+Y, 52

o Laurent na EDO de Bianchi: pondo z := h 4 co — 0, 0 termo dominante =2 tem

coeficiente Q(nsa —(n— 1))D(¥Pa2. Como ns, <n—3 < n-—1, forcamos (o subcaso

P, = 0 é andlogo, via x_l).

e Integrando, f' = Lh + M; substituindo na EDO de Bianchi e comparando as maiores
poténcias de h vem , logo A = C) é constante. A contradi¢do final de Kim ([5],
Segao 7) exclui > 3 classes. O
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Caso degenerado e sintese da adaptacao

Prop. 3.5: caso &, =0

Em Kim, &, = 0da A1 = 0 e Scal’ = 2)\; f’ fecha. No quase-séliton, Scal’ = 2A1 f' +2(n — 1)\":
nao fecha. Saida: aplicar a redugdo com a classe nula como distinguida (¢ = a =0, b = 1,
Co = 0); Laurent na EDO de Bianchi forca D, = 0 e A constante, dando < 2 autovalores.

¢ Resultado: ) constante emerge da estrutura. Exclui-se > 3 classes transversais.
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Caso degenerado e sintese da adaptacao

Prop. 3.5: caso &,

Em Kim, &, = 0da A1 = 0 e Scal’ = 2)\; f’ fecha. No quase-séliton, Scal’ = 2A1 f' +2(n — 1)\":
nao fecha. Saida: aplicar a redugdo com a classe nula como distinguida (¢ = a =0, b = 1,
Co = 0); Laurent na EDO de Bianchi forca D, = 0 e A constante, dando < 2 autovalores.

¢ Resultado: ) constante emerge da estrutura. Exclui-se > 3 classes transversais.

e Os trés pontos novos vs. Kim: (i) identificar a identidade-mestre como o ponto exato de
quebra; (ii) importar a Bianchi contraida (3% ordem); (iii) refazer o caso degenerado
a=c=0.
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Teorema 2: da cota a estrutura local

Teorema estrutural (Teor. 3.6 de [2])

Um quase-séliton gradiente ndo-trivial com Weyl harmoénico é, perto de ponto regular de f,
g=ds* +hi(s)’gn + -+ hi(s) g, k<2,

e toda fibra N; de dimensao > 2 é Einstein.

e A estimativa transversal d4 < 2 classes tangentes aos niveis de f.
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Teorema 2: da cota a estrutura local

Teorema estrutural (Teor. 3.6 de [2])

Um quase-séliton gradiente ndo-trivial com Weyl harmoénico é, perto de ponto regular de f,
g=ds* +hi(s)’gn + -+ hi(s) g, k<2,

e toda fibra N; de dimensao > 2 é Einstein.

e A estimativa transversal d4 < 2 classes tangentes aos niveis de f.

e O restante da prova é geométrico: integrar essas classes, escrever a métrica em coordenadas
adaptadas, e amarrar a equacdo do quase-séliton com as formulas de Ricci de produtos
warped.
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Teorema 2: como a estrutura aparece

¢ Uma classe transversal: as autodistribui¢des somam ao tangente do nivel, e a
integracao de & ao longo de Fy da

g=ds + h(s)ax,  h(s) = exp / €(v) do.
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¢ Uma classe transversal: as autodistribui¢des somam ao tangente do nivel, e a
integracao de & ao longo de Fy da
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e Duas classes: integrabilidade + geodesicidade dentro de cada nivel X,
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g =ds® + hi(s)gn, + ha(s) g, -
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Teorema 2: como a estrutura aparece

¢ Uma classe transversal: as autodistribui¢des somam ao tangente do nivel, e a
integracao de & ao longo de Fy da

g=ds + h(s)ax,  h(s) = exp / €(v) do.

e Duas classes: integrabilidade + geodesicidade dentro de cada nivel X,
decomposicao local de de Rham,

g =ds® + hi(s)gn, + ha(s) g, -

o Em ambos os casos, as formulas de Ricci de produtos warped ([2], Lema 2.4)
mostram que as fibras de dimensao > 2 sao Einstein.
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Convencgao: contando fibras

Para um produto miltiplo warped
M:BXhl Ny X --- X hy, Nk,
usamos as convengdes da Remark [2].

e Funcdo warping constante = a fibra é absorvida na base.
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Para um produto miltiplo warped
M:BXhl Ny X --- X hy, Nk,
usamos as convengdes da Remark [2].

e Funcdo warping constante = a fibra é absorvida na base.

o Funcgoes warping proporcionais, h; = ch; com ¢ > 0, sdo identificadas apés reescalar a
métrica da fibra.
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Convencgao: contando fibras

Para um produto miltiplo warped
M:BXhl Ny X - X hy, N,
usamos as convengdes da Remark [2].

e Funcdo warping constante = a fibra é absorvida na base.

o Funcgoes warping proporcionais, h; = ch; com ¢ > 0, sdo identificadas apés reescalar a
métrica da fibra.

e Portanto assumimos h; ndo constantes e duas a duas ndo proporcionais.
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Convencgao: contando fibras

Para um produto miltiplo warped
M:BXhl Ny X - X hy, N,
usamos as convengdes da Remark [2].

e Funcdo warping constante = a fibra é absorvida na base.

o Funcgoes warping proporcionais, h; = ch; com ¢ > 0, sdo identificadas apés reescalar a
métrica da fibra.

e Portanto assumimos h; ndo constantes e duas a duas ndo proporcionais.

¢ O numero de fibras é o numero de classes para a relagdo

h~ch, c> 0.
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Comparacao: Weyl nulo vs Weyl harmonico

Brozos—Garcia-Rio—Vazquez-Lorenzo

Para um produto miiltiplo warped com base unidimensional

M:IXhl le...xhka’

se # = 0 e as fibras tém dimensdo pelo menos 2, entdo k < 3 e cada fibra N; tem curvatura

seccional constante.

e Aqui a hipétese é conformemente mais forte: # = 0, sem equagdo de séliton.
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se # = 0 e as fibras tém dimensdo pelo menos 2, entdo k < 3 e cada fibra N; tem curvatura

seccional constante.

e Aqui a hipétese é conformemente mais forte: # = 0, sem equagdo de séliton.

e No nosso teorema, a hipétese conforme é mais fraca, div# = 0, mas estd acoplada a equacio
de quase-séliton; o resultado da k < 2 e fibras Einstein.
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Comparacao: Weyl nulo vs Weyl harmonico

Brozos—Garcia-Rio—Vazquez-Lorenzo

Para um produto miiltiplo warped com base unidimensional

M:IXhl le...xhka’

se # = 0 e as fibras tém dimensdo pelo menos 2, entdo k < 3 e cada fibra N; tem curvatura

seccional constante.

e Aqui a hipétese é conformemente mais forte: # = 0, sem equagdo de séliton.

e No nosso teorema, a hipétese conforme é mais fraca, div# = 0, mas estd acoplada a equacio
de quase-séliton; o resultado da k < 2 e fibras Einstein.

e Assim, # = 0 obriga as fibras a serem formas espaciais; ja div# = 0 acoplado ao
quase-séliton impbe menos fibras, mas também impde que as fibras sejam variedades de

Einstein.
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Exemplo do artigo: muitas fibras

e O limite k < 2 usa essencialmente div # = 0. Sem essa hipdtese, hd quase-sélitons
gradientes multiplo warped com qualquer niimero de fibras.
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plo do artigo: muitas fibras

e O limite k < 2 usa essencialmente div # = 0. Sem essa hipdtese, hd quase-sélitons

gradientes multiplo warped com qualquer niimero de fibras.
o Fixe k> 2. Para 1 <i <k, tome (N7, g;) Ricci-plana e defina

7

k

k k
nzl—&—Zr‘j, C’ZZW]} L2:(n—1)27’jj2—02>0.
i=1 =1

j=1

94/140



Exemplo do artigo: muitas fibras

e O limite k < 2 usa essencialmente div # = 0. Sem essa hipdtese, hd quase-sélitons

gradientes multiplo warped com qualquer niimero de fibras.
o Fixe k> 2. Para 1 <i <k, tome (N7, g;) Ricci-plana e defina

k k k
nzl—&—Zr‘j, C’ZZW]} L2:(7'L—1)Z7’jj2—02>0.
o1 i=1

Jj=1

e Em I = (—¢,¢), com ¢ = w/(2L), considere

k
g= ds? + Z hi(s)2gi.
i=1
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Exemplo do artigo: a escolha explicita

hi(s) = exp((i __¢ 1) S) cos(Ls)*l/(”ﬂ),

#(s) = — log(cos(Ls)),
A(s) =— L

(n —1)cos?(Ls)’

e Como s € (—m/(2L),n/(2L)), temos h;(s) > 0.
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Exemplo do artigo:

verificagao

e Para todo 1,

B
f// - rjij - )‘7
=1
2
hy R h! R Rl
o —1) [ =2 *erji+f’—’:)\.
h; hi hs h; :
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Exemplo do artigo:

verificacao

e Para todo 1,

Ly
f//_ rjij :)‘7

=t

h Wy i
) _J Zioy

hi > RN

« Portanto (I Xpy N1 X Xpy Ny, g, f, )\) é um quase-séliton gradiente.
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Exemplo do artigo: por que nao contradiz o Teorema 2

¢ O exemplo foi construido para ter muitas fibras; entdo ele deve falhar exatamente na
hipétese de Weyl harménico.
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Exemplo do artigo: por que nao contradiz o Teorema 2

¢ O exemplo foi construido para ter muitas fibras; entdo ele deve falhar exatamente na
hipétese de Weyl harménico.
e De fato, para 1 <1i,j5 <k,
R e

s n_1<(n71)(i+j)720+2Ltan(Ls)).

e Logo, em geral, essas quantidades ndo coincidem; o tensor de Cotton néo se anula.

97,/140



De volta a literatura: o resultado de Catino

Definigao (Catino)

(M™,g), n > 3, é quase-Finstein generalizada (GQE) se existem f, u, A € €°°(M) com

Ric+V2f — pdf @ df = Ag.

o Engloba: Einstein (f, A constantes), s6litons de Ricci (A constante, u = 0),
quase-soélitons gradientes (1 = 0) e as m-quase-Einstein (p = 1/m, A constante), a
defini¢do do paréntese anterior.
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De volta a literatura: o resultado de Catino

Definigao (Catino)

(M™,g), n > 3, é quase-Finstein generalizada (GQE) se existem f, u, A € €°°(M) com

Ric+V2f — pdf @ df = Ag.

o Engloba: Einstein (f, A constantes), s6litons de Ricci (A constante, u = 0),
quase-soélitons gradientes (1 = 0) e as m-quase-Einstein (p = 1/m, A constante), a
defini¢do do paréntese anterior.

o E trivial quando f é constante; entdo g é Einstein.
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O teorema de Catino

Teorema (Catino, 2012)

Seja (M™,g), n > 3, GQE com curvatura de Weyl harmonica e Weyl radialmente nula,
#(Vf,---) =0. Entdo, em torno de cada ponto regular de f, M é localmente um produto
warped I Xp, N™"! com fibra de Einstein de dimensao n — 1.

e Uma udnica fibra (k = 1): mais rigido que o nosso k < 2, mas ao custo da hip6tese radial
extra.
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O teorema de Catino

Teorema (Catino, 2012)

Seja (M™,g), n > 3, GQE com curvatura de Weyl harmonica e Weyl radialmente nula,
#(Vf,---) =0. Entdo, em torno de cada ponto regular de f, M é localmente um produto
warped I Xp, N™"! com fibra de Einstein de dimensao n — 1.

e Uma udnica fibra (k = 1): mais rigido que o nosso k < 2, mas ao custo da hip6tese radial

extra.

« Weyl radial nulo é essencial no séliton shrinking R* x S™7* (k > 2) com
f=2%(z"+ -+ |2z"%), a métrica tem Weyl harménico (produto de Einstein), mas

W(Vf> 9Ty ) # 0.

99/140



Catino: corolarios conformemente planos

e Corolario (LCF). Um quase-séliton gradiente de Ricci conformemente plano é, em torno de
pontos regulares de f, um warped I x; N"~! com fibra de curvatura seccional constante.
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Catino: corolarios conformemente planos

e Corolario (LCF). Um quase-séliton gradiente de Ricci conformemente plano é, em torno de
pontos regulares de f, um warped I x; N"~! com fibra de curvatura seccional constante.

e Corolario (n =4). Um GQE 4-dimensional com Weyl harménico e #(Vf,-,-,-) =0, se
ndo-trivial, é conformemente plano (a fibra 3-dimensional de Einstein é uma forma espacial).
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Esboco da prova de Catino: cadeia de dependéncias

1. Weyl harmoénico < Cotton nulo: para n >4, VO p.q = —Z—:g Cabe, logo
div# =0 < C=0.
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~ 1
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~ ~ _ 2
dao C=0parag=-ce 'ﬂfzfg; isto é, o Schouten Schfgv é de Codazzi.
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g
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101/140



Esboco da prova de Catino: cadeia de dependéncias

1. Weyl harmoénico < Cotton nulo: para n >4, VO p.q = —Z—:g Cabe, logo
div# =0 < C=0.

2. Mudanga conforme: Weyl radial nulo, #(Vf,+,-,-) = 0 e a lei conforme do Cotton,

~ 1
Cabe = Cabpe + —— q}(/a,bcdvdfv
n—2

~ ~ _ 2
dao C=0parag=-ce 'ﬂfzfg; isto é, o Schouten Sch~ é de Codazzi.
g
3. Dois autovalores: a equagdo GQE forca Ric~ (logo Sch~) a ter no mdzimo dois autovalores, de
g
multiplicidades 1 e n — 1, com V f na dire¢do distinguida.

4. Cisdo de Codazzi: um tensor de Codazzi com dois autovalores = (Derdziriski [15];
Hiepko—Reckziegel [31]; Besse [32], Prop. 16.11) T M se parte numa linha V;, e numa distribui¢ao
umbilica de codimensao 1, Vg,.
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Esboco da prova de Catino: cadeia de dependéncias

1. Weyl harmoénico < Cotton nulo: para n >4, VO p.q = —Z—:g Cabe, logo
div# =0 < C=0.

2. Mudanga conforme: Weyl radial nulo, #(Vf,+,-,-) = 0 e a lei conforme do Cotton,

~ 1
Cabe = Cabpe + —— q}(/a,bcdvdfv
n—2

~ ~ _ 2
dao C=0parag=-ce 'ﬂfzfg; isto é, o Schouten Sch~ é de Codazzi.
g
3. Dois autovalores: a equagdo GQE forca Ric~ (logo Sch~) a ter no mdzimo dois autovalores, de
g
multiplicidades 1 e n — 1, com V f na dire¢do distinguida.

4. Cisdo de Codazzi: um tensor de Codazzi com dois autovalores = (Derdziriski [15];
Hiepko—Reckziegel [31]; Besse [32], Prop. 16.11) T M se parte numa linha V;, e numa distribui¢ao
umbilica de codimensao 1, Vg,.

5. Codazzi—Mainardi: a curvatura média das folhas é constante = V5, é geodésica = warped de
uma fibra; a Weyl harmoénico de g torna a fibra Einstein.
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Nossa melhoria: dispensando a hipotese de Weyl radial nulo de

Borges—Horacio—Dos Santos

Todo quase-séliton gradiente de Ricci ndo-trivial com div# = 0 é, em torno de pontos regu-

lares de f, um produto multiplo warped de base unidimensional com no méaximo duas fibras,
as de dimensdo > 2 Einstein. Em particular, Ric tem no maximo trés autovalores distintos.

« Removemos a hipdtese # (Vf,-,-,-) = 0 de Catino; o prego é passar de k = 1 para k < 2
fibras.

102/140



Nossa melhoria: dispensando a hipotese de Weyl radial nulo de

Borges—Horacio—Dos Santos

Todo quase-séliton gradiente de Ricci ndo-trivial com div# = 0 é, em torno de pontos regu-

lares de f, um produto multiplo warped de base unidimensional com no méaximo duas fibras,
as de dimensdo > 2 Einstein. Em particular, Ric tem no maximo trés autovalores distintos.

« Removemos a hipdtese # (Vf,-,-,-) = 0 de Catino; o prego é passar de k = 1 para k < 2

fibras.

e A cota k <2 é 6tima: os exemplos de Kim em dimensédo 4 [26] realizam de fato duas fibras.

102/140



Nossa melhoria: dispensando a hipotese de Weyl radial nulo de

Borges—Horacio—Dos Santos

Todo quase-séliton gradiente de Ricci ndo-trivial com div# = 0 é, em torno de pontos regu-

lares de f, um produto multiplo warped de base unidimensional com no méaximo duas fibras,
as de dimensdo > 2 Einstein. Em particular, Ric tem no maximo trés autovalores distintos.

« Removemos a hipdtese # (Vf,-,-,-) = 0 de Catino; o prego é passar de k = 1 para k < 2
fibras.

e A cota k <2 é 6tima: os exemplos de Kim em dimensédo 4 [26] realizam de fato duas fibras.

e Impondo #(Vf,-,-,-) = 0 recai-se numa tunica classe transversal e recupera-se exatamente o

teorema de Catino.
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Nossa melhoria: cadeia de dependéncias

A hipétese de Weyl radial nulo sé servia a Catino para reduzir a dois autovalores via a métrica conforme.
Nés trabalhamos diretamente com Schy de Codazzi e provamos a estimativa de no maximo trés autovalores
distintos.

1. Lemas radiais (Kim 2.1/2.2): div# = 0 < identidade radial de Rm; Eq = V f/|V f| é autovetor de
Ric, |V f| const. em X, hd coordenada s com E1 = Vse Vg, E1 =0.
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distintos.

1. Lemas radiais (Kim 2.1/2.2): div# = 0 < identidade radial de Rm; Eq = V f/|V f| é autovetor de
Ric, |V f| const. em X, hd coordenada s com E1 = Vse Vg, E1 =0.
2. Derdzinski [15]: Sch Codazzi = autodistribui¢Ges integréveis com folhas totalmente umbilicas.

3. Defina & := (A —X;)/f’. A EDO ¢ + 512 = —MA1/(n—1) é livre de A; resolvendo, &; = Z—Z + %

4. Cota transversal (Props. 3.4/3.5): no méximo duas classes transversais. Novidade vs. Kim: A
cancela na identidade para f’; combinando a forma derivada da identidade-mestre com a Bianchi
contraida, forca-se A constante e reduz-se ao argumento de fragdes parciais (Kim, Lema 6.1).
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A hipétese de Weyl radial nulo sé servia a Catino para reduzir a dois autovalores via a métrica conforme.
Nés trabalhamos diretamente com Schy de Codazzi e provamos a estimativa de no maximo trés autovalores
distintos.

1. Lemas radiais (Kim 2.1/2.2): div# = 0 < identidade radial de Rm; Eq = V f/|V f| é autovetor de
Ric, |V f| const. em X, hd coordenada s com E1 = Vse Vg, E1 =0.

2. Derdzinski [15]: Sch Codazzi = autodistribui¢Ges integréveis com folhas totalmente umbilicas.

! ’
3. Defina & = (A — X;)/f’. AEDO & +¢2 = —X1/(n—1) é livre de ); resolvendo, & = Z—Z + clhﬁ
4. Cota transversal (Props. 3.4/3.5): no méximo duas classes transversais. Novidade vs. Kim: A
cancela na identidade para f’; combinando a forma derivada da identidade-mestre com a Bianchi

contraida, forca-se A constante e reduz-se ao argumento de fragdes parciais (Kim, Lema 6.1).

5. Estrutura (Teor. 3.6): < 2 classes + Codazzi (folhas totalmente geodésicas em X, via item 3 de
Derdziniski) + de Rham = miiltiplo warped com k < 2; a férmula de Ricci warped (Dobarro—Unal)
torna as fibras de dimensdo > 2 Einstein.
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Corolario conformemente plano: Catino vs. ndés

Borges—Horacio—Dos Santos

Um quase-séliton gradiente de Ricci é conformemente plano se, e somente se, em torno de

cada ponto regular de f, ele é um warped I X, N"~! com N" ! de curvatura seccional constante
e com f, A\ explicitamente determinados pela funcdo warping h.

e Catino [42] dava s6 a implicagdo “LCF = warped”; acrescentamos a reciproca e as
férmulas fechadas de f e A.
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Corolario conformemente plano: Catino vs. ndés

Borges—Horacio—Dos Santos

Um quase-séliton gradiente de Ricci é conformemente plano se, e somente se, em torno de

cada ponto regular de f, ele é um warped I X, N"~! com N" ! de curvatura seccional constante
e com f, A\ explicitamente determinados pela funcdo warping h.

e Catino [42] dava s6 a implicagdo “LCF = warped”; acrescentamos a reciproca e as
férmulas fechadas de f e A.

« Consequéncia: todo warped I x, N™"~! sobre uma forma espacial pode ser munido de uma
estrutura de quase-séliton conformemente plano.
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Refinamento: exatamente dois autovalores

Teorema (Borges—Horacio—Dos Santos)

Seja M"™2* um quase-séliton gradiente com f ndo constante e div# = 0, cujo Ric tem exata-
mente dois autovalores. Entao, localmente, ocorre um dos casos:

1. M é um produto warped I x, N™"~' com N Einstein (uma fibra);

2. M é um produto B¥ x N"=* com B Ricci-plana, VzVpf = A\gs, A # 0 constante, e N
Einstein de curvatura A.
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Refinamento: rota da prova

e Pelo Teorema 2, perto de ponto regular de f ha < 2 fibras; resta dizer qual geometria ocorre.
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Refinamento: rota da prova

e Pelo Teorema 2, perto de ponto regular de f ha < 2 fibras; resta dizer qual geometria ocorre.

o Uma fibra = caso (1): é a estrutura de Corolério do caso de uma fibra, com f, A
determinados por h; imediato.

e Duas fibras = o caso delicado: é preciso mostrar que a segunda funcdo warping he nao
pode ser nao constante. Toda a cadeia Lema 5.1 — 5.2 — Prop. 5.3 (Apéndice) serve a isso.
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As equacgoes dos dois fatores

Seja M =1 xpy NT* Xpy N32, 11 + 72 =n — 1, N; Einstein (const. p;) se r; > 2. Ponha
a = hll/hl, b = h,Q/hQ

Equacio do quase-séliton e autovalores de Ric

" =ri(a +a®) +ro(d +b°) + A,

fla=a +ria®+reab—pi /R + X, fo=b +r2b> +7r1ab— pa/h3 + A

« Weyl harménico <= d +a* =V +b> < hf/h1 = hi/ho.
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As equacgoes dos dois fatores

Seja M =1 xpy NT* Xpy N32, 11 + 72 =n — 1, N; Einstein (const. p;) se r; > 2. Ponha
a = hll/hl, b = h,Q/hQ

Equacio do quase-séliton e autovalores de Ric

" =ri(a +a®) +ro(d +b°) + A,

fla=a +ria®+reab—pi /R + X, fo=b +r2b> +7r1ab— pa/h3 + A

« Weyl harménico <= d +a* =V +b> < hf/h1 = hi/ho.

« Exatamente dois autovalores: sem perda, Rici1 = Ricgs (autoespacgo (1 + r1)-dim).
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Lema 5.1: f determina h{, hy e A

"
3C1 #0: hy = C;lf’, A=f"—(n- 1)];—/, e se hg nao é constante, 3C5,C3 : hy =

=(m = 1)01—16—ﬁ(f—02) + Cs.

e Ric11 = Ricee da f” = af’, que integra a f’ = C1h;1. Para ), substitui-se na primeira
equacdo. Para hs, combina-se Rici1 = Rics2 com a expressdo de A, divide-se por b e
integra-se.
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Lema 5.2 e Prop. 5.3: a sobredeterminacao colapsa

Reescrevendo todas as quantidades em termos de f e suas derivadas, obtém-se duas EDOs
independentes para f:

(n—1)f"A=n-1fF" - ()
[(n=2)ff" = (r1 = D(f")* + CTua] A = ra(f')* ",

onde A = Cngeﬁ(f_CZ) —(n—1).

Proposicao 5.3

Toda fungao satisfazendo simultaneamente as duas EDOs é constante. A prova ocupa o Apén-
dice: caso r; = 1 (direto) e r1 > 1 (via polinémio de grau 12 em f).
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Duas fibras: nasce o produto rigido

Pela Prop. 5.3, no ramo de duas fibras necessariamente ho = C' constante. Entéao
h{/h1 = h% /ha = 0, logo hi(s) = As + B.

« A equagdo do séliton da A = f”; a equagio de N2 dé A = ua/h3 = constante. Logo
f(s)=3%s*+Ds+E.
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h{/h1 = h% /ha = 0, logo hi(s) = As + B.

« A equagdo do séliton da A = f”; a equagio de N2 dé A = ua/h3 = constante. Logo
f(s)=3%s*+Ds+E.

e Rici1 = Ricaz =0 forga p1 = (11 — 1)A2; o bloco B't™ .= Xp, N1 é Ricci-plano.
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Duas fibras: nasce o produto rigido

Pela Prop. 5.3, no ramo de duas fibras necessariamente ho = C' constante. Entéao
h{/h1 = h% /ha = 0, logo hi(s) = As + B.

« A equagdo do séliton da A = f”; a equagio de N2 dé A = ua/h3 = constante. Logo
f(s)=3%s*+Ds+E.
e Rici1 = Ricas = 0 forga u1 = (r1 — 1)A%; 0 bloco B**™ := I x5, N} é Ricci-plano.

o Normalizando C = 1, N;? é Einstein de curvatura A # 0. Em B, VeVpf = A\gp: o
produto rigido do item (2). O
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Apéndice: caso r; =1

Proposicao 6.2

Se r1 = 1, toda solugdo das duas EDOs do Lema 5.2 é constante.

e 11 =1= p; =0. Com r2 =n — 2, as duas EDOs colapsam em

(n=2)(fVf" =0,  4Aln—1(n-2)(f)f" = (n-2)(")"
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Apéndice: caso r; =1

Proposicao 6.2

Se r1 = 1, toda solugdo das duas EDOs do Lema 5.2 é constante.

e 71 =1= pu; =0. Com r2 =n — 2, as duas EDOs colapsam em
(n=2)(f)’f" =0, Aln—1n-2)()f" =m-2)(")"

o A primeira forca f'f” = 0; se f”/ =0, a segunda d& (f')* = 0. Em todo caso f’ = 0:
contradicao.
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Apéndice: caso r; > 1 e o polinbmio de grau 12

e Dividindo e combinando as duas EDOs do Lema 5.2, eliminam-se A e f”/, obtendo trés
identidades envolvendo f', ", f' e os parAmetros n,r1, u1 (Lema 6.3).
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Apéndice: caso r; > 1 e o polinbmio de grau 12

o Dividindo e combinando as duas EDOs do Lema 5.2, eliminam-se A e

, obtendo trés
identidades envolvendo f', ", f' e os parAmetros n,r1, u1 (Lema 6.3).

",

e Passando a y = f’, u(y) = f”: uma das identidades torna-se quadrdtica em u, cuja solucio é

u(y) = my® + ey/m2y* — ns.

e Substituindo na EDO de primeira ordem e racionalizando o radical, nasce um polinémio
P(z) = a122'? + agz® + asz* + ap com

__(n— 2)*(4n — 3ry — 5)?
= 81 (n—1)8(r — 1)4 #0 (r1 >1).
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Apéndice: conclusao

Proposicao 6.5

Se r1 > 1, toda solugdo das EDOs do Lema 5.2 é constante.

. P(f’(s)) = 0 para todo s, com P ndo constante (a12 # 0). Como s +— f’(s) é continua, f’
assume finitos valores, logo é constante. A primeira EDO com f” = f”' = 0 forca f' = 0:
contradicao.
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Apéndice: conclusao

Proposicao 6.5

Se r1 > 1, toda solugdo das EDOs do Lema 5.2 é constante.

. P(f’(s)) = 0 para todo s, com P ndo constante (a12 # 0). Como s +— f’(s) é continua, f’
assume finitos valores, logo é constante. A primeira EDO com f” = f”' = 0 forca f' = 0:

contradicao.

Sintese (Proposigdo 5.3)

r1 =1 (Prop. 6.2) er1 > 1 (Prop. 6.5) esgotam os casos = Prop. 5.3. Logo o ramo de duas fibras
s6 sobrevive com hgy constante, produzindo a dicotomia (1)/(2) anterior; a mesma maquinaria

fecha o Teorema 3 (Schouten).

113/140



Teorema 3: sélitons de Schouten

Teorema (Borges—Horacio—Dos Santos)

Todo séliton de Schouten gradiente completo com curvatura de Weyl harmoénica é rigido
no sentido acima.

« Hipétese: div# = 0. Conclusio: decomposicio global N =% x R* com potencial quadrético
no fator euclidiano.
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Teorema 3: sélitons de Schouten

Teorema (Borges—Horacio—Dos Santos)

Todo séliton de Schouten gradiente completo com curvatura de Weyl harmoénica é rigido

no sentido acima.

« Hipétese: div# = 0. Conclusio: decomposicio global N =% x R* com potencial quadrético

no fator euclidiano.

e Aplicamos o Teorema 2: ao redor dos pontos regulares, g é um produto warped com uma ou

duas fibras Einstein.
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Teorema 3: estratégia

e No caso de uma fibra, a equacio de Schouten e a identidade de Weyl harménico ddo h” =0
logo h(s) = As + B.
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o No caso de duas fibras, obtemos h;(s) = A;s + B;. Se A1 A2 # 0, a integragdo de f” cria um
termo logaritmico que ndo aparece na expressio racional de f’; contradicio.
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Teorema 3: estratégia

e No caso de uma fibra, a equacio de Schouten e a identidade de Weyl harménico ddo h” =0
logo h(s) = As + B.

o No caso de duas fibras, obtemos h;(s) = A;s + B;. Se A1 A2 # 0, a integragdo de f” cria um
termo logaritmico que ndo aparece na expressio racional de f’; contradicio.

e A completude elimina os modelos locais que sdo incompletos e fecha a rigidez global.
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Teorema 3: EDOs que entram (uma fibra)

o Soliton de Schouten é o caso particular
Scal
Ric+V?f = —— :
ic+V=f (2(n_1)+7)g

Pelo Teorema 2, basta analisar os modelos warped com uma ou duas fibras.
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Teorema 3: EDOs que entram (uma fibra)

o Soliton de Schouten é o caso particular
Scal
Ric+V?f = —— :
ic+V=f (2(n_1)+7)g

Pelo Teorema 2, basta analisar os modelos warped com uma ou duas fibras.

e Uma fibra. Para I x;, N1, a equacdo do quase-séliton é

A= f"—(n—-1Dn"/h=fN/h+p/h*—n"/h— (n—2)(h)*/h>
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Teorema 3: EDOs que entram (uma fibra)

o Soliton de Schouten é o caso particular
Scal
Ric+V?f = —— :
ic+V=f (2(n_1)+7')g

Pelo Teorema 2, basta analisar os modelos warped com uma ou duas fibras.

e Uma fibra. Para I x;, N1, a equacdo do quase-séliton é
AN=f"—(n—1Dn"/h=fh/h+u/h*—n"/h— (n—2)(h)?/h>

o No caso Schouten, a identidade radial d4 h” = 0, entdao h = As + B.
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Teorema 3: EDOs que entram (duas fibras)

e Duas fibras. Escrevendo a; = h)/h;, Weyl harménico equivale a

ay+a?=ah+al < h}/hi=hY/hy.
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Teorema 3: EDOs que entram (duas fibras)

e Duas fibras. Escrevendo a; = h)/h;, Weyl harménico equivale a
ay+a?=ah+al < h}/hi=hY/hy.

e No caso Schouten isto forga h; = A;s + B;: cada funcdo warping ¢ afim.
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Teorema 3: fechamento da rigidez

e Seg=1XxpNeh= As+ B, entao

—(n—2)A”
f(@iz<—H;4£§25424710g@484-3)+‘%52+ﬁb5‘FCL

Completude elimina o termo logaritmico: caso contrario, f explodiria no ponto de colapso
finito. Assim, sobra o fator gaussiano.
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Teorema 3: fechamento da rigidez

e Seg=1XxpNeh= As+ B, entao

—(n—2)A?
f(s) = —% log(As + B) + %52 + cos +c1.
Completude elimina o termo logaritmico: caso contrario, f explodiria no ponto de colapso

finito. Assim, sobra o fator gaussiano.

e Com duas fibras, subtrair as duas equacdes de fibra d4 uma expressido racional para f' em
termos de (A;s + B;)~*. Por outro lado, integrar A = f” usando a férmula de Scal produz, se

A1As #0,
Ais + B1)

AQS =+ BQ

em f’, o que é incompativel com a expressdo racional. Logo A1 Az = 0.

const - log(
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e O fator com A; # 0 é Ricci-plano e, pela completude, seu recobrimento universal é euclidiano;
o outro fator é Einstein. Portanto o séliton é rigido no sentido definido para o caso Schouten.
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Novo corolario — critério radial para quase-sélitons

Corolario do Teorema 3

Seja (M™, g, f,\), n > 4, um quase-séliton gradiente de Ricci completo e conexo, com curva-

tura de Weyl harmonica. Entao:

M érigida <= Rm(,Vf,Vf,-)=0.

e Portanto, também vale a formulacdo andloga & de Petersen—Wylie:

M érigida <= Scal é constante e Rm(-,Vf,Vf,-) =0.
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tura de Weyl harmonica. Entao:

M érigida <= Rm(,Vf,Vf,-)=0.

e Portanto, também vale a formulacdo andloga & de Petersen—Wylie:
M érigida <= Scal é constante e Rm(-,Vf,Vf,-) =0.

e Mas, sob div# = 0, a hipdtese “Scal constante” é redundante: a curvatura seccional radial
nula ja forca rigidez.
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Por que curvaturas seccionais radiais nulas forcam o caso Schouten

Como div# = 0, o tensor de Cotton se anula e o lema radial da, com g := Q(Snciln — A,

Rm(Vf, XY, Z) = Y(q)g(X» Z) - Z(q)g(X’ Y)

e Num ponto regular, 1 = Vf/|Vf|eU L Ei: com (X,Y,Z) = (E1,U, E1) obtém-se U(q) = 0; com
(X,Y,Z) = (U, E1,U) e curvatura seccional radial nula, E1(q) = 0. Logo dg = 0 nos pontos regulares.
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e Nos pontos criticos de f, Vf = 0 e a mesma identidade dd Y (¢) = 0 diretamente. Portanto ¢ = —7 é

constante e o quase-séliton é um séliton de Schouten.

e Pelo Teorema 3, curvatura seccional radial nula = Schouten = rigidez. Reciprocamente, no modelo
rigido V f é tangente ao fator euclidiano, logo as curvaturas seccionais radiais se anulam.

Importante!

A prova usa de maneira crucial div# = 0. Sem Weyl harmoénico, este argumento ndo estabelece um
critério de rigidez para quase-solitons arbitrarios.
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Epilogo: equivaléncia local

Este resultado ndo é usado nas provas anteriores; ele organiza, a posteriori, virias maneiras
equivalentes de reconhecer a mesma estrutura local.

Notagdo. E1 = Vf/|Vf|; Do sdo autodistribui¢bes tangentes ao nivel regular 3g; £» sdo suas curvaturas
principais; ko = Rics, (Fa, Ea)-

Teorema (Borges—Horacio—Dos Santos)

Seja M™2% com curvatura de Weyl harménica e f ndo constante. Sdo equivalentes:
(i) a rede de autodistribui¢des (E1), D1, ..., Dy é localmente decomponivel;

(ii) M é localmente um produto multiplo warped I Xp, Ni* X - Xp, ./\/’,:k;

(iii) cada folheacdo tangente a D, é esférica no sentido de Hiepko;
)

(iv) k. + 2¢aka = 0 para toda D (a linha é a derivada na direcdo E);
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Epilogo: equivaléncia local (continuagao)

Teorema (continuagio)

Sob as mesmas hipéteses, as condigoes anteriores também sdo equivalentes a:
(v) todo nivel regular é isoparamétrico com no maximo duas curvaturas principais distintas;
(vi) todo nivel regular tem tensor de Ricci intrinseco paralelo: Vs Ricy, = 0;

(vii) o tensor de Ricci de M tem no maximo trés autovalores distintos.
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Extensoes

O mesmo teorema vale para sdlitons gradientes de Ricci, quase-sélitons

gradientes de Ricci e variedades quase-Einstein: a prova usa sé a estrutura
de Codazzi de Sch (de div# = 0) e o fato de V f ser autodire¢ao de Ric, comuns

as trés equacoes.
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Resumo e perspectivas

e Sob div# = 0, sélitons e quase-sélitons de Ricci tém geometria local extremamente
controlada: Ric tem < 3 autovalores e a métrica é um produto warped com base

unidimensional.
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e Como corolario, sob div# = 0, a curvatura seccional radial nula caracteriza a rigidez
dos quase-sélitons completos; a hipotese de curvatura escalar constante do critério classico de
Petersen—Wylie torna-se automatica.

Classificacao global (completa) de todos os casos completos; prova da estimativa de autovalores
distintos que ndo use o referencial do Kim e sem nenhuma hipétese adicional (ou alguma mais
fraca que decomponibilidade local).
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Trabalho em conjunto com Valter Borges (UFPA) ¢ Jodo Paulo dos Santos (UnB).

Slides disponiveis em:
horatiomarm.com/meus_textos/seminario2705.pdf

horatiomarm.com/meus_textos/seminario0306.pdf

Obrigado!
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